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Modulo 1

1) Si consideri il quadrivettore p* = (a,a,0,0) con a > 0 e u = (0,1,2,3). Che tipo di
quadrivettore ¢? Puo essere associato al quadrimpulso di una particella fisica? Come varia
sotto una trasformazione di Lorentz diretta lungo l'asse 7 Studiare che valori possono as-
sumere le componenti del quadrivettore trasformato (tenere conto di un possibile segno della
velocita della trasformazione di Lorentz).

Soluzione:
E un quadrivettore di tipo tempo, infatti

Pp=—0"2+ P2+ ()’ + () = - +a* =0

e quindi puo essere considerato come il quadrimpulso di una particella senza massa (un fotone
per esempio). Sotto l'usuale trasformazione di Lorentz p* si trasforma come
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Tenendo conto di un possibile segno di 5 (per cui —1 < 8 < 1), si vede che a’ pud assumere
tutti i valori reali positivi
0<d <+oo.

Questi possibili valori sono interpretabili come le possibili energie di un fotone, che difatti posso
assumere tutti i valori reali positivi.
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2) Considerando nulla la massa dell’antineutrino, determinare la sua energia di soglia
nell’interazione con un protone fermo per la produzione di un neutrone tramite la reazione

Vo+p — n+et

esprimendola in funzione delle masse del protone, neutrone e positrone, m,, m, e me. Si con-
serva il numero leptonico in tale reazione?



Soluzione:
Nel sistema LAB e con ¢ = 1, assumendo nulla la massa del neutrino, possiamo scrivere

ph = (£, E,0,0), Py = (m,,0,0,0)
per cui il modulo quadro del quadrimpulso totale iniziale e
(Po. +pp)2 = —(m, + E)Q + E? = —m?, —2mykE . (1)

Nel sistema CM, imponendo che 'energia dello stato finale sia minima (particelle ferme senza
energia cinetica) abbiamo un quadrimpulso totale finale

P* = (m, +m,,0,0,0)
di modulo
pP? = _(mn + me)2 (2)

Dalla conservazione del quadrimpulso, e tenendo conto chhe il modulo quadro ¢ uno scalare,
possiamo eguagliare (1) e (2) ed ottenere I'energia di soglia

g (mntme)® —my

2m,,

Il numero leptonico ¢ un numero quantico additivo. In questa reazione e conservato, infatti
protone e neutrone hanno numero leptonico nullo, mentre positrone ed antineutrino hanno
entrambi numero leptonico uguale a —1, per cui lo stato iniziale e lo stato finale hanno lo stesso
numero leptonico totale.
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3) Riportare gli assiomi che definisco un gruppo e verificare che le matrici ortogonali N x N
con determinante uguale ad uno formano un gruppo, il gruppo SO(N).

Soluzione: Un gruppo G = {g} & un insieme di elementi g con le seguenti proprieta
1) esiste una legge di composizione: presi g;, g2 € G allora g1 - g2 = g3 € G,

2) esiste 'elemento identita: de € G tale che g-e =¢e-g =g,

3) esiste 'elemento inverso: se g € G allora dg7! € G taleche g- g7 ' =g71-g=ce,
4) associativita: (g1 -¢2) - g3 =91 (92 - g3)-

I1 gruppo SO(N) & definito dalle matrici ortogonali reali N x N con determinante uguale
ad 1, dove il prodotto & definito dal solito prodotto matriciale. Verifichiamo i vari assiomi. Per
il punto 1) se O; ed Oy sono ortogonali e con determinante uguale ad 1, vediamo che 010, ¢
ortogonale

(0102)T0102 - OgO"erlOQ - OgOQ - I



e con determinante

det<0102) = det Ol det 02 =1.

Inoltre la matrice identita I ¢ ortogonale e con det =1, e quindi appartiene al gruppo. L’inverso
di ogni elemento O & dato da O~ = O7, che a sua volta & ortogonale e con det =1. Infine il
prodotto di matrici ¢ associativo. Tutte le proprieta di gruppo sono soddisfatte.
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4) Data la rappresentazione definente R(g) di un gruppo G di matrici, come si trasforma il
tensore A%? Come si trasforma la quantita A*’B,_;, dove A e B sono tensori?

Soluzione:
Si ha : ; b pcd
A% 5 A = [R(g)]% [R*(g)); A

La quantita AabBab e evidentemente uno scalare perche tutti gli indici dei tensori sono
sommati nel modo corretto (contratti) per generare uno scalare.



