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Modulo 1

1) Usando 'analisi dimensionale dedurre le dimensioni delle costanti fondamentali ¢, h e
Gn. Trovare inoltre le combinazioni di queste costanti che definiscono un massa, una lunghezza
ed un tempo (dette di Planck).

Soluzione:
In termini di dimensioni di massa M, lunghezza L e tempo T, si ha che

L
= [Velocita']| = =
[c] = [Velocitd'] T

, o 2 ML?
[h] = [Energial[Tempo] = [Massa][Velocita'|*[Tempo] = MQT2T ==
2 —2 - L? L’
[GN] = [Forzal|[Lunghezzal“[Massa)]™= = [Massal [Accelemzzone]m = 7%

Da queste relazioni si puo vedere che usando solo ¢, h, Gy, si ottiengono una massa m,, una
lughezza [,,, ed un tempo ¢, come

he Gnyh Gnh
My = Gy’ b= 3 tp = A
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2) Una particella possiede un quadrimpulso p* = (a,b,0,0) con a > b > 0, dove l'indice
w=(0,1,2,3). Calcolare la massa della particella. Trovare inoltre la trasformazione di Lorentz
che porta il quadrivettore nella forma p* = (a, 0, 0,0) con a > 0, identificando « ed i parametri
[ e ~v della trasformazione di Lorentz in funzione di a e b.

Soluzione:

Dalla invarianza di p*> = —m?c?, calcoliamo

1
—m2 =—a>+02 = m=-Va>-—»h
c

Inoltre, poiche il vettore p* ha nelle sue componenti spaziali solo p!' diversa da zero, facciamo
una trasformazione di Lorentz lungo 'asse x

P = A



dove

v =By 00
By v 00

[
A, = 0 0 10
0 0 0 1

P =~(" - Bp') =~(a — Bb)
Pt =" = Bp°) = v(b— pa)
pQ ::pQ
p/3 — p3

Richiedendo p* = 0 otteniamo

b=pfa — 522 e 7=

che danno la trasformazione di Lorentz cercata. Infine calcoliamo

a:ploz a2 — b2

da cui riconosciamo di nuovo la massa della particella m = %\/ a? — b2.
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3) Un protone con energia E collide con un protone a riposo per creare una particella X di
massa M in aggiunta ai due protoni

p+p—=>p+p+X

Quale & I'energia minima (energia di soglia) affinché il processo avvenga?

Soluzione:
Il quadrimpulso totale e conservato, ed il suo modulo quadro & un invariante relativistico.
Calcolando tale modulo quadro nel LAB prima dell’urto e nel CM dopo 'urto, possiamo quindi
eguagliare questi due moduli. Imponendo che I'energia sia minima nel CM (particelle a riposo
senza energia cinetica dopo 1'urto) si ottiene l'energia di soglia.

Procedendo in unita naturali (¢ = 1), abbiamo nel LAB prima dell’urto

Ptl;t,LAB = (E + My, D, 07 0)

dove il protone che si muove lungo I'asse x ha energia £/ e momento p.



Nel CM dopo 'urto
Ptl;t,CM = (2mp + M7 07 Oa O)

con le particelle a riposo (configurazione di energia minima).
Uguagliando i moduli quadri

(PHPu>tot,LAB = (P#P,u,)tot,C’M

2

»» Sl ricava

e ricordando che E? — p? =m

2

M
E=m,+2M+ —
2m,,
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4) Definire il gruppo SO(N) e provare che gli assiomi di gruppo sono soddisfatti.

Soluzione: Ricordiamo preliminarmente gli assiomi che definiscono un gruppo. Un gruppo
G = {g} ¢ un insieme di elementi g con le seguenti proprieta:
1) esiste una legge di composizione: presi g, go € G allora g, - g2 = g3 € G,
2) esiste ’elemento identita: Jde € G tale che g-e=¢e-g =g,
3) esiste I'elemento inverso: se g € G allora 3g7' € G taleche g- g7 ! =g~ ' - g=ce,
)

4) associativita: (g1 -g2) - g3 =91 (92 - g3)-

1 gruppo SO(N) & definito dalle matrici ortogonali reali N x N con determinante uguale
ad 1, dove il prodotto ¢ definito dal solito prodotto matriciale. Verifichiamo i vari assiomi. Per
il punto 1) se O; ed O; sono ortogonali e con determinante uguale ad 1, vediamo che 010, ¢
ortogonale

(0105)70,0, = OT0T0,0, = 070, =1

e con determinante

det(OlOg) = det 01 det 02 =1.

Inoltre la matrice identita e ortogonale e con det =1, e quindi appartiene al gruppo. L’inverso
di ogni elemento O & dato da O~ = O7, che a sua volta ¢ ortogonale e con det =1. Infine il
prodotto di matrici e associativo. Tutte le proprieta di gruppo sono soddisfatte.



