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Modulo I

1) Definire il gruppo di Lorentz O(3, 1). Data una generica matrice Λµ
ν di questo gruppo

derivare i possibili valori che la componente Λ0
0 può assumere. Scrivere infine le condizioni che

definiscono il gruppo di Lorentz proprio ed ortocrono SO↑(3, 1).

Soluzione:
Il gruppo di Lorentz è definito da

O(3, 1) = {Λ,matrici reali 4× 4 | ΛTηΛ = η}

dove η è il tensore metrico di Minkowski

η =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

In notazioni tensoriali la proprietà ΛTηΛ = η assume la forma

ηµνΛ
µ
αΛν

β = ηαβ

e valutando la componente 00 di questa relazione si ottiene

ηµνΛ
µ
0Λ

ν
0 = η00 = −1

esplicitando inoltre il lato sinistro

−(Λ0
0)

2 +
3∑
i=1

(Λi
0)

2 = −1

per cui

(Λ0
0)

2 = 1 +
3∑
i=1

(Λi
0)

2 ≥ 1

e quindi
Λ0

0 ≥ 1 oppure Λ0
0 ≤ −1 .

Infine, il gruppo di Lorentz proprio ed ortocrono è definito da da

SO↑(3, 1) = {Λ,matrici reali 4× 4 | ΛTηΛ = η , det Λ = 1 ,Λ0
0 ≥ 1} .

*****



2) Una particella di massa m ed energia totale E = 2m collide con una particella ferma
di massa uguale, formando una nuova particella. Che massa possiede la nuova particella? (Si
usino unità con c = 1).

Soluzione:
Il quadrimpulso della prima particella vale

pµ1 = (E, ~p) = (2m, ~p)

e dalla relazione relativistica pµ1p1µ = −m2 si ricava

~p 2 = 3m2 .

La seconda particella ha
pµ2 = (m, 0)

e dalla conservazione del quadrimpulso totale la particella finale ha quadrimpulso

P µ = pµ1 + pµ2 = (3m, ~p)

il cui modulo quadro vale
P µPµ = −9m2 + ~p 2 = −6m2

corrispondente ad una massa M del valore di

M =
√

6m .

*****

3) Descrivere il potenziale di Yukawa come soluzione dell’ equazione di Klein-Gordon.

Soluzione:
In unità naturali il potenziale di Yukawa è dato da

φ(~x) = − g

4π

e−mr

r

dove g è una costante reale (carica) e descrive un potenziale con raggio d’azione R ∼ 1
m

.
Il potenziale di Yukawa risulta essere soluzione dell’eq. di Klein Gordon in presenza di una
sorgente statica e puntiforme di carica g(

− ∂2

∂t2
+∇2 −m2

)
φ(x) = gδ(3)(~x)

che per soluzioni statiche (indipendenti dal tempo) si riduce a

(∇2 −m2)φ(~x) = gδ(3)(~x) .

*****



4) Definire cosa è una rappresentazione di un gruppo G. Data la rappresentazione definente
di un gruppo di matrici, scrivere le leggi di trasformazione di un tensore antisimmetrico Aab

(Aab = −Aba) e mostrare che il suo trasformato A′ab rimane antisimmetrico.

Soluzione:
Una rappresentazione di un gruppo astratto G è data da una applicazione

R : G 7−→ Matrici quadrate

g 7−→ R(g)

tale che:

1) R(g1)R(g2) = R(g1 · g2)
2) R(e) = I con I matrice identità.

Inoltre il tensore antisimmetrico Aab si trasforma come

Aab
g∈G−→ A′

ab
= [R(g)]ac[R(g)]bd A

cd .

da cui

A′
ab

= [R(g)]ac[R(g)]bd A
cd

= [R(g)]ac[R(g)]bd (−Adc)
= −[R(g)]bd[R(g)]ac A

dc

= −A′ba

che prova che anche A′ab è antisimmetrico.


