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Modulo I

1) Data una trasformazione di Lorentz della forma x′µ = Λµ
νx

ν :
i) Quali proprietà deve soddisfare Λµ

ν affinché appartenga al gruppo di Lorentz?
ii) Come si trasformano le componenti di un tensore di rango due T µν?
iii) Usando la trasformazione di Lorentz usuale (che mescola x e t), trovare il trasformato T ′µν

del tensore simmetrico

T µν =


a 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


(si noti che solo la componente T 00 è diversa da zero nel sistema di riferimento iniziale).

Soluzione:
i) Dalla richiesta di invarianza di ηµνx

µxν si ottiene che ηµνΛ
µ
αΛν

β = ηαβ .
ii) T ′µν = Λµ

αΛν
βT

αβ

iii) I valori della trasformazione diversi da zero sono

Λ0
0 = Λ1

1 = γ , Λ1
0 = Λ0

1 = −βγ , Λ2
2 = Λ3

3 = 1

o equivalentemente

Λµ
ν =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


dove β = v

c
e γ = 1√

1−β2
, per cui

T ′µν = Λµ
αΛν

βT
αβ = Λµ

0Λ
ν
0T

00 = Λµ
0Λ

ν
0 a . (1)

e le componenti diverse da zero di T ′µν sono

T ′00 = Λ0
0Λ

0
0a = γ2a

T ′10 = T ′01 = Λ0
0Λ

1
0a = −βγ2a

T ′11 = Λ1
0Λ

1
0a = β2γ2a .

o equivalentemente

T ′µν =


γ2a −βγ2a 0 0
−βγ2a β2γ2a 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0





*****

2) Scrivere l’azione di una particella relativistica di massa m, dedurne il limite non rela-
tivistico e commentare i vari termini che emergono.

Soluzione: L’azione per una particella libera è proporzionale al tempo proprio integrato sulla
linea di mondo della particella (cos̀ı da garantire l’invarianza relativistica)

S =
∫
dtL = −mc2

∫
dt

√
1− v2

c2

dove naturalmente ~v = ~̇x = d~x
dt

descrive la velocità della particella. La costante di proporzion-
alità (−mc2) è stata scelta per ottenere il corretto limite non relativistico. Infatti sviluppando
il termine di radice quadrata come

√
1 + z = 1 + 1

2
z + ..., valido per z � 1, si ottiene

L = −mc2
√

1− v2

c2
= −mc2

(
1− 1

2

v2

c2
+ · · ·

)
=

1

2
mv2 −mc2 + · · ·

dove il primo termine è l’energia cinetica non-relativistica, mentre il secondo termine è un’energia
potenziale costante dovuta alla massa della particella.

*****

3) Un pione π+ a riposo decade in muone µ+ e neutrino νµ

π+ → µ+ + νµ

con il muone che acquista un’energia cinetica K. Trascurando la massa del neutrino calcolare
la massa del pione in funzione di K e della massa del muone.

Soluzione:
Il decadimento è visto nel sistema a riposo del pione il cui quadrimpulso vale (in unità di misura
naturali con c = 1)

P µ
π = (mπ, 0, 0, 0) .

Decade in muone e neutrino con quadrimpulsi

P µ
muone = (Eµ, ~pµ) , P µ

neutrino = (Eν , ~pν) .

La conservazione del quadrimpulso totale P µ
π = P µ

π + P µ
muone è esplicitata in

mπ = Eµ + Eν
~pµ + ~pν = 0 (2)

L’energia del muone vale
Eµ = mµ +K



dove mµ indica la massa del muone e K la sua energia cinetica.
L’energia del neutrino, considerando nulla la sua massa, è

Eν = |~pν |

e dalla (??) si ha che

|~pν | = |~pµ| =
√
E2
µ −m2

µ

per cui

mπ = Eµ + Eν = mµ +K +
√

(mµ +K)2 −m2
µ

= mµ +K +
√

2mµK +K2

= (110 +
√

864) MeV ∼ 139.4 MeV

*****

4) Definire il gruppo di Lie SU(2) e determinare la corrispondente algebra di Lie.

Soluzione
Il gruppo SU(2) è il gruppo delle matrici unitarie 2× 2 con determinante uguale ad 1

SU(2) = {U matrici complesse 2× 2 | U † = U−1, detU = 1} .

Scriviamo ora le matrici che differiscono infinitesimamente dall’unità nel seguente modo

U = 1 + iT T ij � 1 .

La richiesta che U † = 1 − iT † coincida con U−1 = 1 − iT implica che le matrici T debbano
essere hermitiane

T † = T

mentre la richiesta di determinate unitario, detU = 1 + i trT = 1, implica che queste matrici
siano a traccia nulla

trT = 0 .

Quindi le trasformazioni infinitesime del gruppo SU(2) sono generate da matrici hermitiane
senza traccia.

Una base di matrici 2× 2 hermitiane a traccia nulla sono date dalle matrici di Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)

per cui possiamo esprimere una arbitraria matrice T come combinazione lineare delle σa

T = θa
σa

2
≡ θaT

a a = 1, 2, 3 .



La normalizzazione è stata scelta per comodità ed è quella standard. Con questa normaliz-
zazione i generatori infinitesimi T a = σa

2
soddisfano alla seguente algebra di Lie di SU(2)

[T a, T b] = iεabcT c

dove εabc è il simbolo compeltamente antisimmetrico di Levi-Civita. Quest’algebra coincide con
l’algebra di Lie di SO(3).


