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Modulo I

1) Scrivere come il tensore del campo elettromagnetico F µν si trasforma per una generica
trasformazione di Lorentz. Esplicitare poi tale trasformazione in termini delle componenti dei
campi elettrici ~E e magnetici ~B quando si ha la solita trasformazione di Lorentz che collega
sistemi di riferimento in moto relativo lungo l’asse x.

Soluzione:

Sotto una trasformazione xµ → x′µ = Λµ
νx

ν il tensore del campo elettromagnetico si
trasforma come

F µν → F ′µν = Λµ
ρΛ

ν
σF

ρσ

Per la trasformazione particolare

Λµ
ν =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


dove β = v

c
e γ = 1√

1−β2
, notiamo che i soli valori diversi da zero sono

Λ0
0 = Λ1

1 = γ , Λ1
0 = Λ0

1 = −βγ , Λ2
2 = Λ3

3 = 1

Esplicitando quindi le trasformazioni delle varie componenti di

F µν =


0 Ex Ey Ez
−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0

 (1)

troviamo

E ′x = F ′01 = Λ0
ρΛ

1
σF

ρσ = Λ0
ρ(Λ

1
0F

ρ0 + Λ1
1F

ρ1)

= Λ0
1Λ

1
0F

10 + Λ0
0Λ

1
1F

01 = (Λ0
0Λ

1
1 − Λ0

1Λ
1
0)F

01

= (γ2 − β2γ2)Ex = Ex

E ′y = F ′02 = Λ0
ρΛ

2
σF

ρσ = Λ0
ρΛ

2
2F

ρ2 = Λ0
ρF

ρ2

= Λ0
0F

02 + Λ0
1F

12 = γEy − βγBz = γ(Ey − βBz)

E ′z = F ′03 = Λ0
ρΛ

3
σF

ρσ = Λ0
ρΛ

3
3F

ρ3 = Λ0
ρF

ρ3

= Λ0
0F

03 + Λ0
1F

13 = γEz − βγ(−By) = γ(Ez + βBy)



B′x = F ′23 = Λ2
ρΛ

3
σF

ρσ = Λ2
2Λ

3
3F

23 = F 23 = Bx

B′y = F ′31 = Λ3
ρΛ

1
σF

ρσ = Λ3
3Λ

1
σF

3σ = Λ1
σF

3σ

= Λ1
0F

30 + Λ1
1F

31 = −βγ(−Ez) + γBy = γ(By + βEz)

B′z = F ′12 = Λ1
ρΛ

2
σF

ρσ = Λ1
ρΛ

2
2F

ρ2 = Λ1
ρF

ρ2 =

= Λ1
0F

02 + Λ1
1F

12 = −βγEy + γBz = γ(Bz − βEy)

*****

2) Un particella di massa m ed energia cinetica 6m collide con una particella ferma di
massa 6m formando una particella composta. Quale è la massa della particella composta e la
sua velocità?

Soluzione:
Dal testo si evince che si usano unità con c = 1. La particella in moto ha energia totale
E1 = m+ 6m = 7m e quindi un quadrimpulso totale

pµ1 = (E1, ~p1) = (7m, ~p1) con ~p 2
1 = 48m2

dove l’ultima relazione segue da pµ1p1µ = −m2. La particella ferma ha quadrimpulso totale

pµ2 = (6m, 0) .

Per la conservazione del quadrimpulso totale, la particella finale ha impulso

pµ = pµ1 + pµ2 = (13m, ~p1) (2)

il cui modulo quadro vale

pµpµ = −M2 = −169m2 + ~p 2
1 = −121m2

da cui segue che
M = 11m .

Rientroduciamo ora c (per ragioni pedagogiche) e ricordiamo che in generale il quadrimpulso
di una particella vale pµ = (E

c
, ~p) = (mcγ,m~vγ), da cui si deduce che la velocità della particella

è

|~v| = |~p|
E
c2

Con c = 1 dalla (2) segue che

|~v| = |~p1|
E

=

√
48

13
=

4
√

3

13



o reintroducendo c

|~v| = 4
√

3

13
c .

*****

3) Definire il concetto di rappresentazione di un gruppo. Definire il gruppo U(1) e discutere
le sue rappresentazioni irriducibili.

Soluzione:
Una rappresentazione di un gruppo astratto G è data da una funzione

R : G 7−→ Matrici quadrate

g 7−→ R(g)

tale che:
1) R(g1)R(g2) = R(g1 · g2)
2) R(e) = 1 con 1 matrice identità.

Ora, U(1) è il gruppo delle fasi, U(1) = {eiθ | θ ∈ [0, 2π]}. Tutte le sue rappresentazioni
irriducibili unitarie sono uno-dimensionali (complesse) e sono identificate da un numero intero
positivo o negativo q, detto “carica”

Rq(e
iθ) = eiqθ

che infatti soddisfa alle proprietà richieste.

*****

4) Descrivere l’algebra di Lie del gruppo SO(3), derivando esplicitamente i generatori in-
finitesimi.

Soluzione:
Il gruppo SO(3) delle matrici R reali ortogonali 3× 3 con determinante uguale ad 1 è il gruppo
delle rotazioni nello spazio euclideo tridimensionale. Queste matrici generano le trasformazioni
di un vettore

~x −→ ~x ′ = R~x

scritte in notazione tensoriale come

xi −→ x′
i

= Ri
jx
j i, j = 1, 2, 3 .

I generatori infinitesimi descrivono le trasformazioni infinitesime indipendenti, che possi-
mamo considerare come le rotazioni infinitesime attorno ai tre assi cartesiani.



Consideriamo dunque le rotazioni attorno ai tre assi cartesiani con coordinate (x, y, z) =
(x1, x2, x3)

Rx(θx) =

 1 0 0
0 cos(θx) sin(θx)
0 − sin(θx) cos(θx)

 θx�1−→ 1 + θx

 0 0 0
0 0 1
0 −1 0


︸ ︷︷ ︸

iT 1

+ · · ·

Ry(θy) =

 cos(θy) 0 − sin(θy)
0 1 0

sin(θy) 0 cos(θy)

 θy�1−→ 1 + θy

 0 0 −1
0 0 0
1 0 0


︸ ︷︷ ︸

iT 2

+ · · ·

Rz(θz) =

 cos(θz) sin(θz) 0
− sin(θz) cos(θz) 0

0 0 1

 θz�1−→ 1 + θz

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

iT 3

+ · · ·

cosicchè i generatori T i delle trasformazioni infinitesime sono dati da

T 1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 T 2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 T 3 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 .

L’ algebra di Lie è ottenuta calcolando i commutatori delle matrici T i

[T i, T j] = iεijkT k .

Ad esempio,

[T 1, T 2] = T 1T 2 − T 2T 1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

−
 0 0 i

0 0 0
−i 0 0

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0



=

 0 0 0
−1 0 0
0 0 0

−
 0 −1 0

0 0 0
0 0 0

 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 = i

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 = iT 3

etc..


