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Modulo I

1) Il tensore del campo elettromagnetico F µν è un tensore antisimmetrico. Come si trasforma
per una generica trasformazione di Lorentz? Mostrare anche che il tensore trasformato F ′µν

rimane un tensore antisimmetrico.

Soluzione:
Sotto una trasformazione di Lorentz xµ → x′µ = Λµ

νx
ν il tensore del campo elettromagnetico

si trasforma come
F µν → F ′µν = Λµ

ρΛ
ν
σF

ρσ .

Sappiamo che F µν è antisimmetrico, i.e. F µν = −F νµ. Mostriamo che anche F ′µν lo è:

F ′µν = Λµ
ρΛ

ν
σF

ρσ

= Λµ
ρΛ

ν
σ(−F σρ)

= −Λν
σΛµ

ρF
σρ

= −F ′νµ

*****

2) Un protone con energia E collide con un protone a riposo per creare una coppia pro-
tone/antiprotone in aggiunta ai protoni iniziali

p+ p → p+ p+ p+ p̄

Quale è l’energia minima del protone (energia di soglia) in funzione della massa mp del protone,
affinché il processo avvenga e l’antiprotone sia creato? E quanto vale la corrispondente energia
cinetica minima?

Soluzione:
Il quadrimpulso totale è conservato, ed il suo modulo quadro è un invariante relativistico.
Possiamo quindi eguagliare questo modulo quadro calcolato nel LAB prima dell’urto con quello
calcolato nel CM dopo l’urto. Imponendo che l’energia sia minima nel CM (particelle finali a
riposo (senza energia cinetica) dopo l’urto) si ottiene l’energia di soglia.

Procedendo in unità naturali (c = 1), abbiamo nel LAB prima dell’urto

P µ
tot,LAB = (E +mp, q, 0, 0)

dove il protone che si muove lungo l’asse x ha energia E e momento q.
Nel CM dopo l’urto

P µ
tot,CM = (4mp, 0, 0, 0)



con le particelle a riposo (configurazione di energia minima), dove si è usato che particella e
antiparticella hanno massa identica.

Uguagliando i moduli quadri

(P µPµ)tot,LAB = (P µPµ)tot,CM

e ricordando che E2 − q2 = m2
p, si ricava

E = 7mp

corrispondente ad una energia cinetica di K = 6mp.

*****

3) Definire il gruppo SU(N), derivando poi le dimensioni delle rappresentazioni irriducibili
più semplici.

Soluzione:
SU(N) è il gruppo di matrici N ×N , indicate con U , unitarie (U † = U−1) e con determinante
uguale ad uno.

Le dimensioni delle sue rappresentazioni irriducibili più semplici sono:
N (rappresentazione fondamentale o definente)
N (complesso coniugata della rappresentazione fondamentale, quindi sempre di dimensione N)
N2 − 1 (aggiunta, ottenibile dai tensori T ab senza traccia)
N(N+1)

2
(che agisce su tensori di rango due simmetrici Sab)

N(N−1)
2

(che agisce su tensori di rango due antsimmetrici Aab)
N(N+1)

2
e N(N−1)

2
(complesso coniugate delle due precedenti)

etc..

*****

4) Ottenere le espressioni relativistiche di energia ed impulso partendo da un principio
d’azione che rispetti l’invarianza relativistica.

Soluzione:
Dal principio di minima azione si ottengono equazioni del moto consistenti con l’invarianza
relativistica se l’azione è un invariante rerlativistico. Dalla definizione di azione, S =

∫
Ldt,

si capisce che l’invarianate più semplice si ha prendendo Ldt proporzionale al tempo proprio
infinitesimo

dτ =

√
−ds

2

c2
=

√
1− v2

c2
dt

La costante di porporzionalità è fissata per consistenza con il limite non relativistico, e quindi

L = −mc2
√

1− ~v · ~v
c2



da cui ricaviamo il momento ~p

~p ≡ ∂L

∂~v
=

m~v√
1− v2

c2

e la hamiltoniana H che coincide con l’energia della particella E

E = H = ~p · ~v − L =
mc2√
1− v2

c2

.


