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Modulo I

1) Come è definito il quadrivettore posizione xµ con l’indice in basso? E come si trasforma
sotto una trasformazione di Lorentz? Dire inoltre come si trasforma la grandezza fµ (quadri-
forza di Lorentz) definita da

fµ =
e

c
F µν dxν

dτ

dove e è la carica elettrica, F µν il tensore del campo elettromagnetico, e dxν
dτ

la quadrivelocità.

Soluzione:
La definizione è xµ = ηµνx

ν e ricordando la legge di trasformazione x′µ = Λµ
νx

ν possiamo
scrivere

x′µ = ηµνx
′ν = ηµνΛ

ν
λx

λ = ηµνΛ
ν
λη

λρηρσx
σ = ηµνΛ

ν
λη

λρxρ

cioè
x′µ = Λµ

ρxρ

dove
Λµ

ρ = ηµνΛ
ν
λη

λρ

Infine, fµ si trasforma come un quadirvettore

f ′µ = Λµ
νf

ν

poiché nel lato destro compaiono tensori con indici sommati correttamente.

*****

2) Un particella di massa m ed energia cinetica 2m collide con una particella ferma di massa
3m formando una particella composta. Quanto vale la massa M della particella composta?
Quale è la sua velocità?

Soluzione:
Dal testo si evince che si usano unità con c = 1. La particella in moto ha energia totale
E1 = m+ 2m = 3m e quindi un quadrimpulso totale

pµ1 = (E1, ~p1) = (3m, ~p1) con ~p 2
1 = 8m2 (|~p1| = 2

√
2m)

dove l’ultima relazione segue da pµ1p1µ = −m2. La particella ferma ha quadrimpulso totale

pµ2 = (3m, 0) .



Per la conservazione del quadrimpulso totale, la particella finale ha impulso

pµ = pµ1 + pµ2 = (6m, ~p1) (1)

il cui modulo quadro vale

pµpµ = −M2 = −(6m)2 + ~p 2
1 = −28m2

da cui segue che
M = 2

√
7m .

Rientroduciamo ora c (per ragioni pedagogiche) e ricordare che in generale il quadrimpulso
di una particella vale pµ = (E

c
, ~p) = (mcγ,m~vγ), da cui si deduce che la velocità della particella

è

|~v| = |~p|
E
c2

Con c = 1 dalla (1) segue che

|~v| = |~p1|
E

=

√
8

6
=

√
2

3
e reintorducendo c

|~v| =
√

2

3
c .

*****

3) Descrivere come ottenere l’equazione libera di Klein-Gordon utilizzando la corretta re-
lazione relativistica tra energia ed impulso. Aggiungendo poi una sorgente puntiforme statica
all’equazione, descriverne la soluzione nota come potenziale di Yukawa.

Soluzione:
In unità naturali la relazione energia-impulso è data dall’invariante relativistico

pµp
µ = −m2 → E2 = ~p 2 +m2 .

Sostituendo E → i ∂
∂t

e ~p→ −i~∇ si ottiene un operatore differenziale che definisce l’eq. di Klein
Gordon (

− ∂2

∂t2
+∇2 −m2

)
φ(x) = 0 .

Aggiungendo al lato destro una sorgente statica della forma gδ(3)(~x) e consicerando soluzioni
statiche (indipendenti dal tempo) l’equazione si riduce a

(∇2 −m2)φ(~x) = gδ(3)(~x) .

la cui soluzione è appunto il potenziale di Yukawa

φ(~x) = − g

4π

e−mr

r



che descrive un potenziale con raggio d’azione R ∼ 1
m

.

*****

4) Data una rappresentazione definente R(g) come si trasformano i tensori F aḃ e Gaḃ? E

come si trasforma la quantità F aḃGaḃ?

Soluzione:
Si ha

F aḃ → F ′aḃ = [R(g)]ac [R(g)∗]ḃḋ F
cḋ

e
Faḃ → F ′

aḃ
= [R(g)−1T]a

c [R(g)−1 †]ḃ
ḋ Fcḋ

La quantità F aḃGaḃ è evidentemente uno scalare perchè tutti gli indici dei tensori sono som-
mati nel modo corretto (contratti) per generale uno scalare, come facilmente verificabile dalle
relazioni scritte sopra.


