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Modulo I

1) Definire il gruppo di Lorentz O(3, 1) e poi le condizioni che definiscono il gruppo di
Lorentz proprio ed ortocrono SO↑(3, 1).

Soluzione
Il gruppo di Lorentz è definito da

O(3, 1) = {Λ,matrici reali 4× 4 | ΛTηΛ = η}

ed il gruppo di Lorentz proprio ed ortocrono da

SO↑(3, 1) = {Λ,matrici reali 4× 4 | ΛTηΛ = η , det Λ = 1 ,Λ0
0 ≥ 1}

dove η è il tensore metrico di Minkowski

η =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



*****

2) Una particella possiede un quadrimpulso pµ = (4, 3, 0, 0) in opportune unità di misura
naturali (dove c = 1). Quali sono i valori della massa e della velocità della particella? Quale è
la trasformazione di Lorentz che ci conduce al sistema di riferimento a riposo con la particella?
Verificare la trasformazione di Lorentz trovata calcolando esplicitamente il trasformato p′µ del
quadrimpulso pµ.

Soluzione
Poichè in unità naturali pµ = (E, ~p) = (mγ,m~vγ) = (4, 3, 0, 0) calcoliamo lo scalare da cui

trovare la massa della particella

−m2 = pµpµ = −(p0)2 + ~p 2 = −16 + 9 = −7 → m =
√

7

e la sua velocità

vx =
px
E

=
3

4
, vy = vz = 0 .



La particella si muove lungo l’asse x, per cui sarà sufficiente operare una trasformazione di
Lorentz con velocità lungo l’asse x uguale a quella della particella. Possiamo quindi calcolare

β =
3

4
, γ =

1√
1− β2

=
4√
7
, βγ =

3√
7
,

e scrivere

Λµ
ν =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 =


4√
7
− 3√

7
0 0

− 3√
7

4√
7

0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


verificando infatti che p′µ = Λµ

νpν
√

7
0
0
0

 =


4√
7
− 3√

7
0 0

− 3√
7

4√
7

0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




4
3
0
0



*****

3) Un fotone con energia Eγ incide su un protone fermo. Determinarne l’ energia di soglia
per la reazione

γ + p → p+ π0

in funzione delle masse del protone e del pione, mp e mπ0 .

Soluzione
Il quadrimpulso totale è conservato, ed il suo modulo quadro è un invariante relativis-

tico. Calcolando tale modulo quadro nel LAB prima dell’urto e nel CM dopo l’urto, possiamo
eguagliare questi due moduli. Imponendo che l’energia sia minima nel CM (particelle a riposo
senza energia cinetica dopo l’urto) si ottiene l’energia di soglia. In formule, ed usando unità
naturali, abbiamo nel LAB prima dell’urto

P µ
tot,LAB = (Eγ +mp, Eγ, 0, 0)

con il fotone che muove lungo l’asse x, nel CM dopo l’urto,

P µ
tot,CM = (mp +mπ0 , 0, 0, 0)

dove le particelle nella configurazione di energia minima sono a riposo. Uguagliando

(P µPµ)tot,LAB = (P µPµ)tot,CM



si ricava

Eγ = mπ0 +
m2
π0

2mp

*****

4) Derivare i generatori infinitesimi del gruppo SU(2) e discutere la relativa algebra di Lie.

Soluzione
Il gruppo SU(2) è il gruppo delle matrici unitarie 2× 2 con determinante uguale ad 1

SU(2) = {U matrici complesse 2× 2 | U † = U−1, detU = 1} .

Possiamo scrivere le matrici che generano trasformazioni infinitesime nel seguente modo

U = 1 + iT T ij � 1 .

Ora la richiesta che U † = 1− iT † coincida con U−1 = 1− iT implica che le matrici T debbano
essere hermitiane

T † = T

mentre la richiesta di determinate unitario, detU = 1 + i trT = 1, implica che queste matrici
siano a traccia nulla

trT = 0 .

Una base di matrici 2× 2 hermitiane a traccia nulla sono date dalle matrici di Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)

per cui possiamo esprimere una arbitraria matrice T come combinazione lineare delle σa

T = θa
σa

2
≡ θaT

a a = 1, 2, 3 .

La normalizzazione è stata scelta per comodità. Con questa normalizzazione i generatori in-
finitesimi T a = σa

2
soddisfano relazioni di commutazione che determinano l’algebra di Lie di

SU(2)
[T a, T b] = iεabcT c

dove εabc è il tensore completamente antisimmetrico normalizzato a ε123 = 1.


