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Modulo I

1) Usando l’analisi dimensionale dedurre le dimensioni delle costanti fondamentali c, h̄ e
GN . Trovare poi le combinazioni di queste costanti che definiscono un massa, una lunghezza
ed un tempo.
Soluzione:
In termini di dimensioni di massa M , lunghezza L e tempo T , si ha che

[c] = [V elocita′] =
L

T

[h̄] = [Energia][Tempo] = [Massa][V elocita′]2[Tempo] = M
L2

T 2
T =

ML2

T

[GN ] = [Forza][Lunghezza]2[Massa]−2 = [Massa][Accelerazione]
L2

M2
=

L3

MT 2

Da queste relazioni si può vedere che usando solo c, h̄, GN , si ottiengono una massa mp, una
lughezza lp, ed un tempo tp come

mp =

√
h̄c

GN

, lp =

√
GN h̄

c3
, tp =

√
GN h̄

c5
.

*****

2) Indicare come il tensore del campo elettromagnetico

F µν =


0 Ex Ey Ez
−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0


si trasforma sotto trasformazioni di Lorentz. Scrivere poi le equazioni di Maxwell in forma
covariante usando il tensore del campo elettromagnetico F µν , verificandone poi l’equivalenza
con le equazioni scritte nel formalismo vettoriale (cioè in termini di ~E e ~B).

Soluzione:
Sotto trasformazioni di Lorentz il tensore F µν si trasforma come

F ′µν = Λµ
αΛν

βF
αβ

In unità naturali di Heaviside-Lorentz, dopo aver definito ∂µ ≡ ∂
∂xµ

e Jµ ≡ (J0, ~J) = (ρ, ~J),
si possono scrivere le equazioni di Maxwell come

∂µF
µν = −Jν

∂µFνλ + ∂νFλµ + ∂λFµν = 0



Valutiamo infatti la prima equazione per i diversi valori dell’indice libero ν = (0, i) con i =
(1, 2, 3). Per ν = 0 abbiamo

∂µF
µ0 = ∂0F

00 + ∂iF
i0 = ∂1F

10 + ∂2F
20 + ∂3F

30 = −(∂1E
1 + ∂2E

2 + ∂3E
3)

= −~∇ · ~E = −J0 = −ρ

dove naturalmente E1 ≡ Ex, E
2 ≡ Ey, etc.. Riconosciamo questa come l’equazione di Gauss

~∇ · ~E = ρ .

Per ν = 1 abbiamo

∂µF
µ1 = ∂0F

01 + ∂iF
i1 = ∂0E

1 + ∂2F
21 + ∂3F

31 = ∂tE
1 − ∂2B3 + ∂3B

2

= (∂t ~E − ~∇× ~B)1 = −J1

che corrisponde alla prima componente dell’equazione vettoriale

~∇× ~B − ∂t ~E = ~J .

Un calcolo simile con ν = 2, 3 genera le altre componenti di questa equazione vettoriale.
Analogamente si può procedere con le equazioni di Maxwell senza sorgenti. Usando il tensore

con gli indici abbassati, dove F0i = −F 0i, Fij = F ij (abbassando un indice temporale si cambia
segno, mentre non succede nulla abbassando un indice spaziale), possiamo valutare l’equazione
selezionando indici tutti diversi (altrimenti tutto su annulla perchè l’equazione è costituita da
un tensore completamente antisimmetrico di rango tre). Iniziamo con (µ, ν, λ) = (1, 2, 3)

∂1F23 + ∂2F31 + ∂3F12 = ∂1B
1 + ∂2B

2 + ∂3B
3 = 0

che riproduce
~∇ · ~B = 0 .

Similmente con (µ, ν, λ) = (0, 1, 2) si ha

∂0F12 + ∂1F20 + ∂2F01 = ∂tB
3 + ∂1E

2 − ∂2E1 = 0

che corrisponde alla terza componente dell’equazione vettoriale

~∇× ~E + ∂t ~B = 0

e cos̀ı via.

*****

3) Un protone con energia E collide con un protone a riposo per creare una particella di
massa M oltre ai due protoni. Quale è l’energia minima (energia di soglia) affinché il processo
avvenga? E quale sarebbe la corrispondente energia se i due protoni si muovessero l’uno verso
l’altro con uguale velocità?



Soluzione:
Il quadrimpulso totale è conservato, ed il suo modulo quadro è un invariante relativistico. Cal-
colando tale modulo quadro nel LAB prima dell’urto e nel CM dopo l’urto, possiamo eguagliare
questi due moduli. Imponendo che l’energia sia minima nel CM (particelle a riposo senza energia
cinetica dopo l’urto) si ottiene l’energia di soglia.

Procedendo in unità naturali, abbiamo nel LAB prima dell’urto

P µ
tot,LAB = (E +mp, p, 0, 0)

con il il protone che si muove lungo l’asse x con momento p ed energia E.
Nel CM dopo l’urto,

P µ
tot,CM = (2mp +M, 0, 0, 0)

con le particelle a riposo (configurazione di energia minima). Uguagliando i moduli quadri

(P µPµ)tot,LAB = (P µPµ)tot,CM

e ricordando che E2 − p2 = m2
p, si ricava

E = mp + 2M +
M2

2mp

Nel secondo caso, si osserva il processo direttamente nel sistema CM. Prima dell’urto abbi-
amo

P µ
tot,iniziale = (2E, 0, 0, 0)

dove E è l’energia di ciascun protone. Dopo l’urto la configurazione con energia minima possiede

P µ
tot,finale = (2mp +M, 0, 0, 0)

Dalla conservazione dell’energia otteniamo subito

E = mp +
M

2

*****

4) Definire cosa è una rappresentazione di un gruppo. Data la rappresentazione definente
di un gruppo, scrivere le leggi di trasformazione di un tensore simmetrico Sab (Sab = Sba) e
mostrare che il suo trasformato S ′ab rimane simmetrico.

Soluzione:
Una rappresentazione di un gruppo astratto G è data da una applicazione

R : G 7−→ Matrici quadrate

g 7−→ R(g)

tale che



1) R(g1)R(g2) = R(g1 · g2)
2) R(e) = I con I matrice identità.

Inoltre
Sab

g∈G−→ S ′
ab

= [R(g)]ac[R(g)]bd S
cd .

da cui

S ′
ab

= [R(g)]ac[R(g)]bd S
cd

= [R(g)]ac[R(g)]bd S
dc

= [R(g)]bd[R(g)]ac S
dc

= S ′
ba


