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Modulo I

1) Usando l’analisi dimensionale dedurre le dimensioni delle costanti fondamentali c, ~ e
GN in termini di massa, lunghezza e tempo. Trovare poi le combinazioni di queste costanti che
definiscono un massa, una lunghezza ed un tempo.

Soluzione:
In termini di dimensioni di massa M , lunghezza L e tempo T , si ha che

[c] = [V elocita′] =
L

T

[~] = [Energia][Tempo] = [Massa][V elocita′]2[Tempo] = M
L2

T 2
T =

ML2

T

[GN ] = [Forza][Lunghezza]2[Massa]−2 = [Massa][Accelerazione]
L2

M2
=

L3

MT 2

Da queste relazioni si può vedere che usando solo c, ~, GN , si ottiengono una massa mp, una
lughezza lp, ed un tempo tp come

mp =

√
~c
GN

, lp =

√
GN~
c3

, tp =

√
GN~
c5

.

*****

2) Descrivere la lagrangiana di una particella relativistica libera di massa m, motivandola
opportunamente, ed usarla poi per derivare le corrette definizioni di impulso ed energia rela-
tivistiche.

Soluzione:
Dal principio di minima azione si ottengono equazioni del moto consistenti con l’invarianza
relativistica se l’azione è un invariante rerlativistico. Dalla definizione di azione, S =

∫
Ldt,

si capisce che l’invarianate più semplice si ha prendendo Ldt proporzionale al tempo proprio
infinitesimo

dτ =

√
−ds

2

c2
=

√
1− v2

c2
dt

La costante di porporzionalità è fissata per consistenza con il limite non relativistico, e quindi

L = −mc2
√

1− ~v · ~v
c2

da cui ricaviamo il momento ~p

~p ≡ ∂L

∂~v
=

m~v√
1− v2

c2



e la hamiltoniana H che coincide con l’energia della particella E

E = H = ~p · ~v − L =
mc2√
1− v2

c2

.

*****

3) Dimostrare che un fotone non può decadere in una coppia elettrone/positrone nel vuoto.

Soluzione:
Il processo non può avvenire perché il quadrimpulso non si conserva. Dalla conservazione del
quadrimpulso dovremmo avere

P µ
γ = P µ

1 + P µ
2

dove 1→ elettrone e 2→ positrone. Un modo per vedere che la conservazione è impossibile è
valutare il modulo quadro del lato sinistro, che si annulla perchè il fotone ha massa nulla

P 2
γ = 0 .

Il modulo quadro del lato destro vale invece (con c = 1)

(P1 + P2)
2 = P 2

1 + P 2
2 + 2P1 · P2 = −2m2

e − 2(E1E2 − ~p1 · ~p2) ≤ −2m2
e

e quindi l’uguaglianza non può mai sussistere (per me 6= 0!).

*****

4) Definire il concetto di rappresentazione di un gruppo. Definire il gruppo U(1) e discutere
le sue rappresentazioni irriducibili.

Soluzione:
Una rappresentazione di un gruppo astratto G è data da una funzione

R : G 7−→ Matrici quadrate

g 7−→ R(g)

tale che:
1) R(g1)R(g2) = R(g1 · g2)
2) R(e) = 1 con 1 matrice identità.

Ora, U(1) è il gruppo delle fasi, U(1) = {eiθ | θ ∈ [0, 2π]}. Tutte le sue rappresentazioni
irriducibili unitarie sono uno-dimensionali (complesse) e sono identificate da un numero intero
positivo o negativo q, detto “carica”

Rq(e
iθ) = eiqθ

che infatti soddisfa alle proprietà richieste.


