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Modulo I

1) Sia dato un quadrivettore di tipo tempo pµ = (a, b, 0, 0), con a > b e µ = (0, 1, 2, 3).
Mostrare che esiste una trasformazione di Lorentz che porta il quadrivettore nella forma p′µ =
(α, 0, 0, 0). Calcolare α e la trasformazione di Lorentz cercata in funzione di a e b.

Soluzione:
Poichè il vettore pµ ha nelle sue componenti spaziali solo p1 diversa da zero, facciamo una
trasformazione di Lorentz lungo l’asse x

p′µ = Λµ
νp
ν

per cui

p′0 = γ(p0 − βp1) = γ(a− βb)
p′1 = γ(p1 − βp0) = γ(b− βa)

p′2 = p2

p′3 = p3

Richiedendo p′1 = 0 otteniamo

b = βa → β =
b

a
e γ =

1√
1− b2

a2

che danno la trasformazione di Lorentz cercata. Infine calcoliamo

p′0 = α =
√
a2 − b2

*****

2) Un protone con energia E collide con un protone a riposo per creare una particella di
massa M oltre ai due protoni. Quale è l’energia minima (energia di soglia) affinché il processo
avvenga? E quale sarebbe la corrispondente energia E ′ se i due protoni si muovessero l’uno
verso l’altro con uguale velocità?

Soluzione:
Il quadrimpulso totale è conservato, ed il suo modulo quadro è un invariante relativistico. Cal-
colando tale modulo quadro nel LAB prima dell’urto e nel CM dopo l’urto, possiamo eguagliare
questi due moduli. Imponendo che l’energia sia minima nel CM (particelle a riposo senza energia
cinetica dopo l’urto) si ottiene l’energia di soglia.



Procedendo in unità naturali, abbiamo nel LAB prima dell’urto

P µ
tot,LAB = (E +mp, p, 0, 0)

con il il protone che si muove lungo l’asse x con momento p ed energia E.
Nel CM dopo l’urto,

P µ
tot,CM = (2mp +M, 0, 0, 0)

con le particelle a riposo (configurazione di energia minima). Uguagliando i moduli quadri

(P µPµ)tot,LAB = (P µPµ)tot,CM

e ricordando che E2 − p2 = m2
p, si ricava

E = mp + 2M +
M2

2mp

Nel secondo caso, si osserva il processo direttamente nel sistema CM. Prima dell’urto abbi-
amo

P µ
tot,iniziale = (2E ′, 0, 0, 0)

dove E ′ è l’energia di ciascun protone. Dopo l’urto la configurazione con energia minima
possiede

P µ
tot,finale = (2mp +M, 0, 0, 0)

Dalla conservazione dell’energia otteniamo subito

E ′ = mp +
M

2

*****

3) Descrivere come ottenere l’equazione libera di Klein-Gordon utilizzando la corretta re-
lazione relativistica tra energia ed impulso. Aggiungendo poi una sorgente puntiforme statica
all’equazione, descriverne la soluzione nota come potenziale di Yukawa.

Soluzione:
In unità naturali la relazione energia-impulso è data dall’invariante relativistico

pµp
µ = −m2 → E2 = ~p 2 +m2 .

Sostituendo E → i ∂
∂t

e ~p→ −i~∇ si ottiene un operatore differenziale che definisce l’eq. di Klein
Gordon (

− ∂2

∂t2
+∇2 −m2

)
φ(x) = 0 .



Aggiungendo al lato destro una sorgente statica della forma gδ(3)(~x) e considerando soluzioni
statiche (indipendenti dal tempo) l’equazione si riduce a

(∇2 −m2)φ(~x) = gδ(3)(~x) .

la cui soluzione è appunto il potenziale di Yukawa

φ(~x) = − g

4π

e−mr

r

che descrive un potenziale con raggio d’azione R ∼ 1
m

.

*****

4) Data la rappresentazione definente R(g) di un gruppo G di matrici, come si trasforma il
tensore T ȧḃ? E come si trasforma la quantità T ȧȧ? Verificare esplicitamente la risposta data
all’ultima domanda

Soluzione:
Si ha

T ȧḃ → T ′
ȧ
ḃ = [R∗(g)]ȧċ [R−1,†(g)]ḃ

ḋ T ċḋ

La quantità T ȧȧ è evidentemente uno scalare perchè gli indici sono sommati nel modo
corretto (contratti) per generale uno scalare. Verifichiamolo tramite calcolo diretto

T ȧȧ → T ′
ȧ
ȧ = [R∗(g)]ȧċ [R−1,†(g)]ȧ

ḋ T ċḋ

= [R∗,T (g)]ċ
ȧ [R−1,†(g)]ȧ

ḋ T ċḋ

= [R†(g)]ċ
ȧ [R−1,†(g)]ȧ

ḋ T ċḋ

= δċ
ḋ T ċḋ = T ċċ = T ȧȧ


