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Modulo 1

1) Definire cosa sono quadrivettori di tipo tempo, luce e spazio. Determinare la tipologia
dei seguenti quadrivettori

= (5,5,3,0), y*=(6,53,0), =2¢=(54,0,3)

e calcolare i prodotti scalari z#y,, ¥z, e y*z,.

Soluzione:
Quadrivettori di tipo tempo, luce e spazio sono quadrivettori che con la metrica 7, con seg-
natura (—1,1,1,1) hanno modulo quadro < 0,= 0 e > 0, rispettivamente. Poiche

z, =N’ = (=5,5,3,0)
possiamo calcolare
o'z, = 1% + ') + 2w + P13 = —254+254+9+0=9 >0 — xt  tipo spazio

Similmente
Yy, =—-36+254+9=-2<0 — y*  tipo tempo
2z, =—-254+16+9=0 — M tipo luce
Inoltre
aty, = =30+25+9=4
'z, = —25+20= -5
y'z, = —=30+20 = —-10
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2) Considerando nulla la massa dell’antineutrino, determinare la sua energia di soglia
nell’interazione con un protone fermo per la produzione di un neutrone tramite la reazione

ve+p — ntet

Esprimere 'energia di soglia in funzione delle masse del protone, neutrone e positrone, m,, m,
e me. Le simmetrie delle interazioni deboli (e relative leggi di conservazione) rendono effettiva-
mente possibile questa reazione?



Soluzione:
Nel sistema LAB e con ¢ = 1, assumendo nulla la massa del neutrino, possiamo scrivere

pge = (E7 E? 07 0) ) pg = (mPJ 07 O? 0)
per cui il modulo quadro del quadrimpulso totale iniziale e
(po, +pp)> = —(m, + E)> + E* = —mi —2myE . (1)

Nel sistema CM, imponendo che 'energia dello stato finale sia minima (particelle ferme senza
energia cinetica) abbiamo un quadrimpulso totale finale

P* = (m,, +m,,0,0,0)
di modulo
P = —(my, + me>2 (2)
Dalla conservazione del quadrimpulso, e dal fatto che il modulo quadro € uno scalare, possiamo
eguagliare (?7) e (?7?) ed ottenere I'energia di soglia

2

(M +me)* —m

E =
2m,,

La reazione e effettivamente possibile poiché nessuna simmetria delle interazioni deboli e
violata. In particolare quadrimpulso, carica elettrica e numero leptonico sono conservati nella
reazione.
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3) Dare le definizioni relativistiche di energia ed impulso per una particella libera di massa
m e velocita ¥. Ottenere da queste definizioni la relazione relativistica tra energia ed impulso
ed utilizzarla per ottenere lequazione libera di Klein-Gordon. Discutere infine le soluzioni di
onda piana di tale equazione.

Soluzione:

Le definizioni relativistiche di energia E ed impulso p sono



funziona d’onda definisce ’eq. di Klein Gordon
1 92 2 2
<—+VKJZE>M@=0

Sostituendo £ — ihg ep— —ilV si ottiene un operatore differenziale che applicato ad una

E. .
Dz
zhac

(ZL‘) _ eiT"t—&-

dove E, = /P 2c? + m?c* mentre p' ¢ arbitrario. Infatti queste risolvono la relazione (?7?). Le
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(x) sono le soluzioni ad energia negativa (E = —E,) e sono associate alle antiparticelle.

4) Definire il gruppo di Lie SU(2) e determinare la corrispondente algebra di Lie. Dire cosa

sono le rappresentazioni 2 e 2 e dimostare perche sono equivalenti.

Soluzione
I1 gruppo SU(2) ¢ il gruppo delle matrici unitarie 2 x 2 con determinante uguale ad 1

SU(2) = {U matrici complesse 2 x 2 | UT = U™, detU =1} .

Possiamo scrivere matrici che differiscono infinitesimamente dalla matrice unitd come
le < 1.

U=1+:T
La richiesta che UT = 1 — iT"" coincida con U~! = 1 — 4T implica che le matrici 7' debbano
essere hermitiane
T"=T
mentre la richiesta di determinate unitario, det U = 1 + itr7" = 1, implica che queste matrici
siano a traccia nulla
tr7'=0.
Una base di matrici 2 x 2 hermitiane a traccia nulla sono date dalle matrici di Pauli
0 —1 1 0
2 3 _
a=1,2,3.

T=0" =¢,71°
2

1 0 1
g =
10
per cui possiamo esprimere una arbitraria matrice T' come combinazione lineare delle ¢
La normalizzazione e stata scelta per comodita. Con questa normalizzazione i generatori in-

finitesimi 7% = %- soddisfano alla seguente algebra di Lie di SU(2)
[Ta7 Tb] — iEabCTC



che coincide con l'algebra di Lie di SO(3).
La rappresentazione 2 agisce su vettori v*, mentre la 2 agisce su vettori v,. Poiché il tensore
completamente antisimmetrico € & un tensore invariante allora

v ~ €%y ~

La seconda relazione segue dal fatto che possiamo considerare il tensore € come una matrice
costante (& un tensore invariante) che definisce un cambio di base e rende la rappresentazione

agente su v, equivalente a quella agente su v*.

€% & un tensore invariante poiché se lo trasformiamo con matrici R € SU(2) allora

6/ab — RacRdeCd — kﬁab (4)

per un opportuno coefficiente & (segue dal fatto che una matrice antisimmetrica 2 x 2 ha una
sola componente indipendente). Per fissare k calcoliamo

€'? = R' R*4e) = R R*, — R',R* = det R=1=¢". (5)

Quindi k = 1 e €% = €2,
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