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Modulo 1

1) Usando ’analisi dimensionale dedurre le dimensioni delle costanti fondamentali ¢, i e Gn. Trovare
poi le combinazioni di queste costanti che definiscono un massa, una lunghezza ed un tempo.

Soluzione:
In termini di dimensioni di massa M, lunghezza L e tempo T, si ha che

L
= [Velocitd'] = =
[c] = [Velocita'] T

. ., 12 L? ML?
[h] = [Energial[Tempo] = [Massal[Velocita')*[Tempo] = MﬁT =~
2 -2 . L L
[GN] = [Forza][Lunghezzal*[Massa]” = = [Massal [Accelerazzone]m = 27e

Da queste relazioni si puo vedere che usando solo ¢, ki, Gy, si ottiene una massa m,, come

he
mp = GiN
una lughezza [, come
- Gnh
P = 3
ed un tempo ¢, come
b= Gnh
P = P
ook

2) Scrivere le equazioni di Maxwell in forma covariante usando il tensore del campo elettromagnetico
e
0 E, E, E,

-E, 0 B. -B,
-E, -B. 0 B,
~E. B, —B, 0

FH =

verificandone poi Iequivalenza con le equazioni scritte nel formalismo vettoriale (cioe in termini di F e B).

Soluzione:
Usiamo unita naturali con ¢ = 1 e denotiamo 9, = % e Jt=(J%J) = (p,J). Le equazioni di Maxwell
(in unita di Heaviside-Lorentz) si possono scrivere come
O = -Jv
O#FM + 8,,F)\M + 8,\FW =0
Valutiamo la prima equazione per i diversi valori dell’indice libero v = (0,7) con i = (1,2,3). Per v =0
abbiamo
OuFH = OF" + 9;F"° = 01 F'0 + 05 F* + 03F* = — (01 B + 0. E° + 03 B%)



dove naturalmente F!' = E,, E? = E,, etc.. Riconosciamo questa come 'equazione di Gauss
V-E=p.
Per v = 1 abbiamo
OuF = 9gF°' + 0;F" = QE" + 0, F*' + 03F* = O,E" — 0,B° + 03B
= (BE—-V x B)' =-J
che corrisponde alla prima componente dell’equazione vettoriale
VxB-— 8tE =J.

Un calcolo simile con v = 2,3 genera le altre componenti di questa equazione vettoriale.

Analogamente si puo procedere con le equazioni di Maxwell senza sorgenti. Usando il tensore con gli
indici abbassati, dove Fy; = —F%, Fj; =F J (abbassando un indice temporale si cambia segno, mentre non
succede nulla abbassando un indice spaziale), possiamo valutare 1’equazione selezionando indici tutti diversi
(’equazione ¢ definita da un tensore completamente antisimmetrico). Iniziamo con (i, v, A) = (1,2, 3)

O Foz + 0oF31 + 03F19 = 01 B! + 02 B% + 03B% = 0

che riproduce
V-B=0.

Similmente con (p, v, A) = (0, 1,2) si ha
OpF19 + 01 Fog + OaFp1 = ath + 81E2 — (92E1 =0

che corrisponde alla terza componente dell’equazione vettoriale

=

V7X_E-+6%E§::O
e cosl via.
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3) Una particella di massa m e vita media 7 si trova ad una distanza L dalla terra. Stimare l’energia
che dovrebbe avere per raggiungere la terra dopo che sia trascorso un tempo uguale alla sua vita media.

Soluzione:
Il tempo di vita media del neutrone 7 risulta dilatato nel sistema di riferimento della terra, in cui si misura
un tempo T = 7. Rispetto alla terra il neutrone dovrebbe viaggiare con una velocita v = fc tale che il
relativo fattore di dilatazione relativistico v = \/11? gli permetta di percorrere la distanza L nel tempo T’

L
L=vT=uwvyr — vy = — .
T

Ora questo neutrone avra energia £ = mc?y e modulo dell'impulso p = muvy, per cui si pud calcolare
direttamente

mL
p=mvy=——
-
e
L)? L?
E =mc?y = y/m2ct + p2c2 = \/m204 + @02 =mc* 1+ -5
T AT
Quindi
L2
E =mc*\[1+
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4) Definire cosa € un gruppo e cosa ¢ una rappresentazione di un gruppo. Dire poi quali sono le dimen-

sioni delle rappresentazioni irriducibili pitt semplici per SU(N).

Soluzione:

Un gruppo G = {g} ¢ un insieme di elementi g che soddisfano alle seguenti proprieta:

1) esiste una legge di composizione: presi g1, g2 € G allora g1 - g2 = g3 € G,

2) esiste 'elemento identita: Je € G taleche g-e=e€-g =g,

)
3) esiste I’elemento inverso: se g € G allora 3g~! € G tale che g- g~ = g~
)

4) associativita: (g1-¢2) - 93 =91 (92 - g3).
Una rappresentazione ¢ data da una applicazione

R: G +—— Matrici quadrate
g — R(g)

tale che

1) R(g1)R(g2) = R(g1 - g2)
2) R(e) = I con I matrice identita.

Per SU(N) le dimensioni delle pitt semplici rappresentazioni irriducibili sono:

N (fondamentale)

N (complesso coniugata della fondamentale)

N? — 1 (aggiunta)

N(N+1) (
2

N(]\;—l) (

che agisce su tensori di rango due simmetrici S)

che agisce su tensori di rango due antsimmetrici A)
N(N+1) . N(N=1) (
7 ¢ 72

complesso coniugate delle due precedenti)
etc..

g =6



