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Modulo I

1) Dare la definizione di energia ed impulso relativistici per una particella di massa m e
velocità ~v studiandone il limite non-relativistico. Scrivere inoltre l’azione di una particella rel-
ativistica libera ed usarla per ricavare le definizioni di energia ed impulso date sopra.

Soluzione:
La definizione relativistica di energia è

E = mc2γ =
mc2√
1− v2

c2

Dallo sviluppo in serie di Taylor di

(1 + x)α = 1 + αx+
1

2
α(α− 1)x2 + ...

valida per x � 1, ed identificando x = −v2

c2
e α = −1

2
, si ottiene il limite non relativistico per

v � c

E =
mc2√
1− v2

c2

= mc2 +
1

2
mv2 +

3

8
m
v4

c2
+ ...

da cui si riconosce l’energia dovuta alla massa mc2 (una sorpresa per la fisica pre-relativistica),
l’energia cinetica non-relativistica 1

2
mv2, e la prima correzione relativistica.

Similmente, il momento relativistico è definito da

~p = mγ~v =
m~v√
1− v2

c2

che nel limite non-relativistico può essere sviluppato come

~p =
m~v√
1− v2

c2

= m~v +
m

2

v2

c2
~v + ...

da si riconosce la definizione non relativistica di momento m~v, e la prima correzione relativistica.
L’azione relativistica per una particella libera è proporzionale al tempo proprio (cos̀ı da

garantire l’invarianza relativistica)

S[~x] =
∫
dt L = −mc2

∫
dt

√
1− ~v · ~v

c2
, L = −mc2

√
1− ~v · ~v

c2



dove ~v = ~̇x = d~x
dt

descrive la velocità della particella. Il momento coniugato è definito da

~p ≡ ∂L

∂~v
=

m~v√
1− v2

c2

e l’energia (hamiltoniana) da

E = ~p · ~v − L =
mc2√
1− v2

c2

definizioni che coincidono con quelle date precedentemente.

*****

2) I protoni dei raggi cosmici possono interagire con i fotoni della radiazione cosmica di
fondo per creare dei pioni attraverso la reazione

p+ γ → p+ π0 .

Considerando protoni di altissima energia (con momento |~pp| ∼ Ep, in unità con c = 1) che
collidono frontalmente con fotoni di energia Eγ, calcolare quanto vale l’energia di soglia Ep
del protone per creare un pione, esprimendo il risultato in funzione di Eγ e delle masse delle
particelle in gioco.

Soluzione
Il protone con 4-momento P µ

p = (Ep, ~pp) interagisce con un fotone con 4-momento P µ
γ = (Eγ, ~pγ).

Imponendo la conservazione del 4-momento totale si ha

(Pp + Pγ)
2 = (P ′p + P ′π0)

2 = −(mp +mπ0)
2

dove i primati indicano i momenti finali. Nell’ultima uguaglianza si è imposto che le particelle
finali siano ferme nel sistema centro di massa per identificare l’energia di soglia della reazione:
un’energia minore non permetterebbe la creazione del pione. Sviluppando

(Pp + Pγ)
2 = −(mp +mπ0)

2

si ha
−(Ep + Eγ)

2 + (|~pp| − Eγ)2 = −m2
p −m2

π0
− 2mpmπ0

dove si è usato che il momento del fotone è in modulo uguale alla sua energia, e orientato in
direzione opposta al momento del protone (urto frontale), e quindi

−2Eγ(Ep + |~pp|) = −m2
π0
− 2mpmπ0

approssimando poi |~pp| ∼ Ep per protoni di altissima energia si ottiene

Ep =
1

4Eγ
(m2

π0
+ 2mpmπ0) .



*****

3) Sia data una rappresentazione R(g) di un gruppo G, dove g ∈ G è un elemento arbitrario
del gruppo. Questa agisce sui vettori di uno spazio vettoriale le cui componenti va si trasformano
come

va
g∈G−→ v′

a
= [R(g) v]a = [R(g)]ab v

b .

Come si trasforma il tensore Aab ? Se il tensore Aab è antisimmetrico (Aab = −Aba) dimostare
che il suo trasformato rimane antisimmetrico (A′ab = −A′ba)

Soluzione:

Aab
g∈G−→ A′

ab
= [R(g)]ac[R(g)]bd A

cd .

Inoltre

A′
ab

= [R(g)]ac[R(g)]bd A
cd

= [R(g)]ac[R(g)]bd (−Adc)
= −[R(g)]bd[R(g)]ac A

dc

= −A′ba

*****

4) Dedurre l’equazione libera di Klein-Gordon dalla relazione relativistica che lega ener-
gia ed impulso. Introducendo poi una sorgente puntiforme descrivere la soluzione nota come
“potenziale di Yukawa”.

Soluzione:
In unità naturali la relazione energia impulso è data dall’invariante relativistico

pµp
µ = −m2 → E2 = ~p 2 +m2 .

Sostituendo E → i ∂
∂t

e ~p→ −i~∇ si ottiene un operatore differenziale che definisce l’eq. di Klein
Gordon

(− ∂2

∂t2
+∇2 −m2)φ(x) = 0

Aggiungendo sul lato destro una sorgente statica della forma gδ(3)(~x) e per soluzioni statiche
(indipendenti dal tempo) si ottiene l’equazione

(∇2 −m2)φ(~x) = gδ(3)(~x) .



la cui soluzione è appunto il potenziale di Yukawa

φ(~x) = − g

4π

e−mr

r

che descrive un potenziale con raggio d’azione R ∼ 1
m

.


