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Modulo I

1) Una trasformazione di Lorentz collega le coordinate dello spazio tempo di due sistemi di
riferimento inerziali e puo essere scritta nella forma 2/ = A*, x".
i) Quali proprieta devono soddisfare i coefficienti A*, (le componenti della matrice A) affinché
la trasformazione appartenga al gruppo di Lorentz?
it) Come si trasformano in generale le componenti di un tensore F*?7
iii) Quali sono i coefficienti di A*, che definiscono la trasformazione di Lorentz usuale che
mescola 2° = ct ed z'?
iv) Usando 'espressione del punto (4ii) trovare il trasformato del tensore campo elettromag-
netico
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Soluzione:

i) Dalla richiesta di invarianza di s* = n,,a#z" sotto la trasformazione a'* = A¥,z" segue

che

anAMaAVﬁ = TNap
dove gli indici p, v, a, B assumono i valori 0, 1,2, 3 (naturalmente due indici ripetuti sono da
considerare sommati su tutti i loro possibili valori).

Alternativamente, usando ’algebra matriciale, possiamo indicare con x il vettore colonna
contenente le componenti di z#, con 7 la matrice della metrica di Minkowski e con A la matrice
di una trasformazione di Lorentz. Dall’ invarianza di s?> = 27 nz sotto la trasformazione 2’ = Az,
segue che

AT =1 .
ii) Si ha
F' = AP N g FOP

Alternativamente, indicando con F' la matrice con componenti F* si ha

F' = AFAT . (1)
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Quindi le sole componenti non nulle sono
A=Ay =7, A% =Ny =—p7, Ay =A5=1. (2)

iv) 1l tensore antisimmetrico F*” in generale contiene le componenti dei campi elettrico e

magnetico
0 E, E, E.

—-FE, 0 B, -B, . (3)
-k, —-B, 0 B,
-FE, B, —-B, 0

Tenendo conto che F* e antisimmetrico possiamo calcolare esplicitamente le componenti
indipendenti di F'* = A*, A" F*® usando le (2) e ricordando che le sole componenti non nulle
del tensore F* dato sono F% = —F1* = F, e [ = —F'3 = B,. Un calcolo diretto produce

Eg/g - o1 _ AoaAlg o8
— AOOAl,B FO,B + AolAlﬁ Flﬁ — AOOAll FOl + A01A10 FlO
— (AOOA11 . A01A10>F01 _ (72 o 5272) = E:v

P =

Eg,; — F/02 — AOaAz,B Foz,B — AOQAQQ Fa2 =0
E; _ F/OS — AOQASH Faﬁ — AOO(A33 Fa3 — A01A33 F13 — 57311
Bg — F/23 — AQaAsﬁ Faﬁ — A22A33 F23 =0

Bg/; — F/31 — A3aA15 Focﬁ — A33A15 F3,8 — A33A11 F31 — ’}/B
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B, =F" = NoNg FP = NN F? =0 (4)
e quindi
0 E, E, E 0 E., 0 pByB,
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Alternativamente si puo usare la (1) e calcolare

¥y =By 00 E, 0 0 ¥y =By 00
— 00 —Ex 0 0 —-B — 0 0
F' = APAT = g7 g 10 o 0 0 0 57 g 10
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Piu in generale si poteva esplicitare la 4i) con la 4ii) ottenendo

£’ =FE, B, = B,
Ey, = V(Ey — BB.) By/ = 7<By + BE.)
Ez/ = V(Ez + BBy) le - 7<Bz - /BEy)

per cui nel caso richiesto si ha

£ =FE, B,/ =0
b = B, =B,
E,)=~pB, B, =0.
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2) Un particella di massa m ed energia cinetica 2m collide con una particella ferma di massa
2m formando una particella composta. Quale & la massa della particella composta? Quale e la
sua velocita?

Soluzione
Usiamo ¢ = 1. La particella 1 in moto ha energia totale £y = m + 2m = 3m e quindi
quadrimpulso totale
Py = (E1,p) = (3m, p) con p?=8m?.

Infatti, dalla relazione scalare p/'p;, = —m?, segue che p'? = 8m?.

La particella 2 ferma ha quadrimpulso totale
ph = (2m,0) .
Per la conservazione del quadrimpulso totale, la particella finale ha impulso
P =i+ ph = (5m, p) ()
il cui modulo quadro vale
P'py = —M? = —(5m)’ + 5 * = —17m’

da cui segue che

sz/ﬁm.

Rientroduciamo ora ¢ (per ragioni pedagogiche). Poiche in generale il quadrimpulso di una
particella vale p* = (£, 5) = (mcy, my) si deduce che

0] =



Con ¢ =1 dalla (5) segue che

2v/2
5] = \5f ~ 0.56

1.e.
|7] = 0.56 ¢ .
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3) Stimare il raggio caratteristico di un’ interazione mediata da una particella virtuale di
massa m, utilizzando il principio di indeterminazione di Heisenberg. Quanto vale per una par-
ticella di massa m = 80 GeV/c?*? (hic = 197 MeV fm)

Soluzione
Dal principio di indeterminazione

AEAt > Z

segue che un particella virtuale puo violare la conservazione dell’energia di una quantita AFE,
senza essere osservata, se questa violazione avviene solo per un tempo At tale che

AFEAt <

ro| St

Stimando AE ~ mc? segue che il quanto virtuale si puo propagare (prima di essere assorbito
per ripristinare la conservazione dell’energia) per distanze

ch _ h_h

R~ cAt < =
et = 2AE  2mec  mc

dove abbiamo trascurato il fattore 2 in questa stima grossolana. Emerge quindi un raggio
d’azione R proporzionale alla lunghezza d’ onda Compton della particella di massa m
h
R~ —.

mc

Nel caso specifico, con m = 80 GeV/c?, si puo stimare

h he 197 MeV fm 200
~N — = — ~Y 71 73f = 2 1 73f = 2 1 —18 .
i me mc? 80 GeV 80 0" fm 5 107 im 51077 m
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4) Sia data la rappresentazione definente R(g) di un gruppo G, dove g € G ¢ un elemento
arbitrario del gruppo. Per definizione questa agisce sui vettori di uno spazio vettoriale, le cui

4



componenti indicate con v® (indici in alto) si trasformano come
a 9eG al __ a __ a b
vt = v = [R(g)v]* = [R(g)]% v

Cosa sono i vettori con indici puntati e non puntati in alto ed in basso? Dimostare che il
prodotto v%w,; € uno scalare.

Soluzione: Data la rappresentazione R(g), se ne possono immediatamente costruire altre tre:
la rappresentazione “complesso coniugata” R(g)*,
la rappresentazione “inverso trasposta” R(g)~'7
la rappresentazione “inverso hermitiana” R(g)~1T.
Infatti se R(g1) R(¢92) = R(g192) e R(e) = 1, prendendo il complesso coniugato di queste
relazioni segue che R(g1)* R(g2)* = R(g192)*, come anche R(e)* = 1, per cui anche R(g)*
definisce una rappresentazione del gruppo. Similmente negli altri casi.

Queste rappresentazioni matriciali trasformano vettori di opportuni spazi vettoriali, le cui
componenti sono per convenzione indicate con “indici puntati in alto”, “indici in basso” ed
“indici puntati in basso”, rispettivamente. In formule

L’invarianza di v®w, segue dal calcolo diretto

Viw, L8 v, = [R(g)]*[R(g) " Twla

= vlw = vw, (6)

Abbiamo qui usato una notazione matriciale, denotando con il vettore colonna v il vettore con
componenti v%, e denotando similmente con il vettore colonna w il vettore con componenti wg,
scrivendo poi il pordotto viw, = vTw, cioe il vettore riga v? (trasposto del vettore colonna v)
moltiplicato per il vettore colonna w.
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