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Modulo 1

1) Il tensore F'* contiene le componenti del campo elettromagnetico
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i) Come si trasforma F* sotto una trasformazione di Lorentz della forma " = A*,z" ?

i1) Date le le quantita a = %(E_’)2 —BY)eb= %(EQ + B?), quali sono invarianti e quali si trasfor-
mano in modo non banale sotto trasformazioni del gruppo di Lorentz? Perche? (Suggerimento,
si noti che b corrisponde alla densita di energia del campo elettromagnetico, componente 00 del
tensore energia-impulso TH = FFFYy — tn FAF),.)

iii) Come si trasformano le quantita a e b sopra definite sotto una rotazione degli assi spaziali?
iv) Calcolare 'espressione in termini di campo elettrico E e di campo magnetico B di T,
componente 11 del tensore energia-impulso definito sopra.

Soluzione:
i)
Fr — F'M = MNP FP7

0 In notazione matriciale

F — F'= AFAT

it) a & invariante, corrisponde infatti allo scalare a = —iF # . b invece si trasforma in
modo non banale, essendo la componete di un tensore.

iii) Sia a che b sono invarianti per rotazioni degli assi spaziali, infatti dipendono solo dal
prodotto scalare di vettori.

iv) Si ricordi che abbassando un indice temporale la componente cambia segno, mentre
abbassando un indice spaziale non c¢’¢ nessun cambiamento di segno. Si puo quindi calcolare
come segue
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2) Un particella di massa m ed energia cinetica 3m collide con una particella ferma di massa
4m formando una particella composta. Quale e la massa della particella composta? Quale ¢ la
sua velocita?

Soluzione:
Dal testo si evince che si unano unita con ¢ = 1. La particella in moto ha energia totale
Ey = m+ 3m = 4m e quindi un quadrimpulso totale

pi = (Ey, p) = (4m, D) con p?=15m>
dove quest’ultima relazione segue da p4'p;, = —m?. La particella ferma ha quadrimpulso totale
Ph = (4m,0) .
Per la conservazione del quadrimpulso totale, la particella finale ha impulso

P = pi +ph = (8m,p) (1)
il cui modulo quadro vale
p'p, = —M? = —(8m)* +p? = —49m?
da cui segue che
M ="Tm.

Rientroduciamo ora ¢ (per ragioni pedagogiche). Poiche in generale il quadrimpulso di una
particella vale p* = (£, §) = (mey, my) si deduce che

o= 22

E
Con ¢ =1 dalla (1) segue che

ie.
|
U] ~ =c.
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3) Descrivere come ottenere 'equazione libera di Klein-Gordon utilizzando la corretta re-
lazione relativistica tra energia ed impulso. Aggiungendo poi una sorgente puntiforme statica
all’equazione, descriverne la soluzione nota come potenziale di Yukawa.

Soluzione:
In unita naturali la relazione energia impulso e data dall’invariante relativistico

pupt = —m? — E2=p52+m?.



Sostituendo £ — i% ep— —iV si ottiene un operatore differenziale che definisce I'eq. di Klein

Gordon o2
(—@ + V2 —m?)¢(z) =0

Aggiungendo sul lato destro una sorgente statica della forma g6 (&) e per soluzioni statiche
(indipendenti dal tempo) si ottiene 'equazione

(V2 = m?)¢(7) = go™(2) .

la cui soluzione e appunto il potenziale di Yukawa
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che descirve un potenziale con raggio d’azione R ~ %
4) Data una rappresentazione definente R(g) come si trasforma il tensore F%,.? E come si

trasforma la quantita A% B,’ dove A e B sono tensori?

Soluzione:
Si ha .
F% — F% =[R(9)]"a[R(g)"" "], [R(g9)~ 1S F,;

La quantita A“bBai’ ¢ evidentemente uno scalare perche tutti gli indici dei tensori sono
sommati nel modo corretto (contratti) per generale uno scalare.



