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Parte I e 111

1) Sia data la rappresentazione definente r(g) di un gruppo G, dove g € G ¢ un elemento
arbitrario del gruppo. Per definizione questa agisce sui vettori di uno spazio vettoriale le cui
componenti indicate con v* (indici in alto) si trasformano come

o B = [r(g) )" = [r(g)]

Cosa sono i vettori con indici puntati e non puntati in alto ed in basso? Dimostare che il
prodotto w,v® € uno scalare. In genere il prodotto v*t* non lo ¢, in quali casi anche questo
prodotto diventa uno scalare?

Soluzione: Data la rappresentazione r(g), se ne possono immediatamente costruire altre tre: la
rappresentazione “complesso coniugata” r(g)*, la rappresentazione “inverso trasposta” r(g) =17
e la rappresentazione “inverso hermitiana” r(g)~!T. Infatti se 7(g1) r(g2) = 7(g192) e r(e) = 1,
prendendo il complesso coniugato di queste relazioni segue che 7(g1)* r(g2)* = 7(g192)" come
anche r(e)* = 1, per cui anche r(g)* definisce una rappresentazione del gruppo. Similmente
negli altri casi.

Queste rappresentazioni matriciali trasformano vettori di opportuni spazi vettoriali le cui
componenti sono per convenzione indicate con “indici puntati in alto”, “indici in basso” ed
“indici puntati in basso”, rispettivamente. In formule

L’invarianza di w,v® segue dal seguente calcolo

wat S W = ([r(g) 7 T we) ([r(g)]% o)
[

Nella seconda uguaglianza abbiamo commutato opportunamente i vari numeri (le componenti
dei vettori e gli elementi di matrice sono numeri che naturalmente commutano), nella terza
abbiamo usato gli elementi della matrice trasposta (che ha le righe scambiate con le colonne),
riconoscendo cosi il prodotto di matrice con matrice inversa che produce la matrice identita (i
cui elementi di matrice sono dati dalla delta di Kronecker 4°.).



Alternativamente, usando notazioni vettoriali-matriciali e ricordando le proprieta di trasfor-
mazione di ciascun vettore (definite dalla natura degli indici del vettore)

wer® Tl =0T = (r(g) " ) r(g) v = wr(g) M r(g)v = W' = we”
Il prodotto v*t* e uno scalare nel caso di rappresentazioni ortogonali, cioe quando le matrici
r(g) sono matrici ortogonali: r(g)” = r(g)~! per ogni g € G.

kKKK

2) Scrivere le definizioni relativistiche di energia ed impulso per particelle libere di massa m e
velocita v, individuare quindi la relazione relativistica tra energia ed impulso ed utilizzarla per
ottenere I'equazione libera di Klein-Gordon. Discutere infine le soluzioni di onda piana di tale
equazione.

mc? my

e impulso p' = formano relativisticamente un

1-2 1—

c

Soluzione: L’energia F = -

ol
|

quadrivettore p* = (p°,p) = (£, p) con lunghezza invariante

Ppu=—0") +5P=——F+p =-mc.

Da questa relazione si ricava che

E? =%+ m?ct, E=\p*2+m2t.

La prima di queste relazioni, con le sostituzioni £ — ih% e p — —thV, da origine all’equazione

di Klein Gordon 5 -
1 9 Mm°c N
<__C26H2+-V7 - h2 > ¢($,t)::0.
Le onde piane con energia positiva

<Z5(37) _ eé(ﬁffEt) con pe€ R3, B — /ﬁ202+m204 >0

sono soluzioni dell’equazione di Klein-Gordon e sono collegate a particelle scalari di massa m
(interpretate come i quanti dell’onda). Le onde piane con energia negativa

() = ek (PT—ED) con PeER, E=—\p? +m?ct <0

sono pure soluzioni dell’equazione di Klein-Gordon ed interpretabili come dovute alle antipar-
ticelle.
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3) Perché esistono adroni composti da tre quark (gqq) e da quark antiquark (gg), ma non es-
istono adroni composti da due quark (gq)? Supportare la risposta includendo considerazioni di
teoria dei gruppi.

Soluzione: 11 colore risulta essere confinato dalle forze forti. Un adrone composto da tre quark
puo essere senza colore, cio¢ essere uno scalare per le trasformazioni di SU(3): infatti nelle
possibili combinazioni dei colori dei tre quark esiste certamente la rappresentazione scalare 1

3R3I®3I=16808d10
Similimente un mesone (¢g) puo essere senza colore poiché
33=138

e nella combinazione di un colore con un anticolore puo esistere uno scalare. Un adrone com-
posto da due quark invece non puo essere senza colore, poiche

3R3=643

e non e presente nessuna combinazione scalare, quindi un tale stato non ¢ ammesso dal confi-
namento del colore.
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4) Usando i vertici di interazione fondamentali, costruire all’ordine pitt basso i diagrammi di
Feynman relativi ai seguenti processi, indicando la natura delle particelle virtuali che circolano
all’interno dei diagrammi

o+ Yo+ ee +et sutu+g (9=gluone); ev,+n—pu +p
eg+g—t+t+H (9=gluone, H= Higgs)

Soluzione:
e e N



ec +tet sut+u+tyg

v/ Zo

v/ Zo

o v, +n— p +p (Vedere grafico in soluzioni del 20.01.11)

eg+g—t+it+H (g9=gluone, H= Higgs)




