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Modulo I

1) Una trasformazione di Lorentz collega le coordinate dello spazio tempo di due sistemi di
riferimento inerziali e può essere scritta nella forma x′µ = Λµ

νx
ν .

i) Quali proprietà devono soddisfare le Λµ
ν (le componenti della matrice Λ) affinché la trasfor-

mazione appartenga al gruppo di Lorentz?
ii) Come si trasformano in generale le componenti di un tensore T µν?
iii) Quali sono i valori dei coefficienti Λµ

ν che definiscono la trasformazione di Lorentz usuale
che mescola x0 = ct ed x1?
iv) Trovare il trasformato T ′µν del tensore

T µν =


c 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


sotto la trasformazione di Lorentz del punto iii) (si noti che T µν è simmetrico e che solo la
componente T 00 è diversa da zero nel sistema di riferimento iniziale).

Soluzione:

i) Dalla richiesta di invarianza di s2 = ηµνx
µxν sotto la trasformazione x′µ = Λµ

νx
ν segue

che
ηµνΛ

µ
αΛν

β = ηαβ

dove gli indici µ, ν, α, β assumono i valori 0, 1, 2, 3 (naturalmente due indici ripetuti sono da
considerare sommati su tutti i loro possibili valori).

Alternativamente, usando l’algebra matriciale, possiamo indicare con x il vettore colonna
contenente le componenti di xµ, con η la matrice della metrica di Minkowski e con Λ la matrice
di una trasformazione di Lorentz. Dall’ invarianza di s2 = xTηx sotto la trasformazione x′ = Λx,
segue che

ΛTηΛ = η .

ii) Si ha
T ′µν = Λµ

αΛν
β T

αβ .

Alternativamente, indicando con T la matrice con componenti T µν si ha

T ′ = ΛTΛT . (1)

iii)

Λµ
ν =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 , β =
v

c
, γ =

1√
1− β2
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dove le sole componenti non nulle sono

Λ0
0 = Λ1

1 = γ , Λ0
1 = Λ1

0 = −βγ , Λ2
2 = Λ2

2 = 1 . (2)

iv) Il tensore simmetrico T µν ha solo la componente T 00 = c diversa da zero. Quindi
possiamo calcolare

T ′µν = Λµ
αΛν

β T
αβ = Λµ

0Λ
ν
0 T

00 = Λµ
0Λ

ν
0c (3)

usiamo ora le componenti non nulle in (2) e vediamo che le componenti diverse da zero del
tensore tarsformato sono

T ′00 = (Λ0
0)

2c = γ2c

T ′11 = c(Λ1
0)

2c = β2γ2c

T ′01 = T ′10 = cΛ0
0Λ

1
0c = −βγ2c (4)

Alternativamente

T ′ = ΛTΛT =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



c 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



=


γ2c −βγ2c 0 0
−βγ2c β2γ2c 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0



*****

2) Il neutrone ha una massa m di circa 1 GeV ed una vita media τ di circa 15 minuti.
Un neutrone si trova ad una distanza L di 1000 anni luce dalla terra. Stimare l’energia che
dovrebbe avere per raggiungere la terra dopo che per lui è trascorso un tempo uguale alla sua
vita media.

Soluzione:
Il tempo di vita media del neutrone τ risulta dilatato nel sistema di riferimento della terra, in
cui si misura un tempo T = γτ . Rispetto alla terra il neutrone dovrebbe viaggiare con una
velocità v = βc tale che il relativo fattore di dilatazione relativistico γ = 1√

1−β2
gli permetta di

percorrere la distanza L nel tempo T

L = vT = vγτ = βcγτ

da cui ricaviamo

βγ =
L

cτ
.
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Ora l’energia di questo neutrone può essere calcolata come

E = mc2γ =
√
m2c4 + ~p 2c2 =

√
m2c4 + (mvγ)2c2 = mc2

√
1 + (βγ)2

= mc2
√

1 +
( L
cτ

)2
.

Possiamo ora stimare questa energia

E = mc2
√

1 +
( L
cτ

)2
= 1

√
1 +

(1000 · 365 · 24 · 60

15

)2
GeV

∼ 1000 · 365 · 24 · 60

15
GeV = 105 · 3.65 · 24 · 4 GeV ∼ 3.5 107 GeV .

*****

3) Nel processo
1 + 2→ 3 + 4 + 5

come viene definita la massa invariante associata alle particelle 4 e 5? Come può essere inter-
pretata? La particella 3 risulta essere un elettrone con energia cinetica K = 2 MeV e massa
m = 0.511 MeV (∼ 0.5 MeV). Con che velocità si muove?

Soluzione:
Usiamo unità naturali con c = 1. La massa invariate M delle particelle 4 e 5 è ottenibile dal
modulo quadro della somma dei quadrimomenti delle particelle 4 e 5

M2 = −(p4 + p5)
2

dove naturalmente il modulo quadro è calcolato tenendo conto della metrica di Minkowski

(p4 + p5)
2 ≡ (p4 + p5)

µ(p4 + p5)µ = ηµν(p4 + p5)
µ(p4 + p5)

ν .

Quindi

M =
√
−(p4 + p5)2 .

Corrisponde alla massa di una eventuale particella creata nell’urto delle particelle 1 e 2, che
decade successivamente nelle particelle 4 e 5.

Nell’urto l’elettrone emerge con una energia totale

E = mγ = m+K ∼ 2.5 MeV

per cui

γ =
E

m
∼ 5
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Segue che la sua velocità β vale

β =

√
1− 1

γ2
∼
√

24

25
=

2
√

6

5
∼ 0.98

i.e.
v = 0.98c

una velocità prossima a quella della luce.

*****

4) Che cos’è il gruppo SO(3)? In cosa si decompone la rappresentazione 3⊗3 di tale gruppo?
Descrivere infine l’ algebra di Lie del gruppo SO(3).

Soluzione:

Il gruppo SO(3) è il gruppo delle matrici ortogonali reali 3× 3 con determinate uguale ad 1

SO(3) = {R matrici reali 3× 3 | RTR = 1, detR = 1}

È un gruppo di Lie a tre parametri (tre angoli di rotazione).
La rappresentazione 3 ⊗ 3 agisce su tensori con 2 indici (in alto), e si decompone nelle

parti che agiscono sulla parte simmetrica (6 dimensionale) e sulla parte antisimmetrica (3
dimensionale) del tensore. In aggiunta, la parte simmetrica contiene uno scalare (la traccia del
tensore pensato come una matrice), per cui rimangono 5 componenti che si trasformano tra
loro (nella rappresentazione che per l’appunto è 5-dimensionale). In formule

3⊗ 3 = 1⊕ 3⊕ 5

L’algebra di Lie descrive le proprietà di commutazione dei generatori infinitesimi del gruppo.
Questi ultimi sono ottenuti studiando trasformazioni infinitesime R(θ) della forma

R(θ) = 1 + iθiT
i

dove gli angoli θ1, θ2, θ3 descrivono rotazioni attorno agli assi x, y, z,
La corrispondente algebra di Lie è calcolata calcolando i commutatori delle matrici sopra

identificate ed assume la forma
[T i, T j] = iεijkT k

i.e.
[T 1, T 2] = iT 3, [T 2, T 3] = iT 1, [T 3, T 1] = iT 1

(gli altri commutatori indipendenti sono nulli).

4


