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Modulo I

1) Scrivere la trasformazione di Lorentz che connette due sistemi di riferimento inerziali in
moto relativo lungo l’asse x. Utilizzarle poi per derivare la legge di trasformazione di Vx, la
componente della velocità lungo l’asse x. Definire infine la quadrivelocità e la relativa legge di
trasformazione sotto una trasformazione del gruppo di Lorentz.

Soluzione:
La trasformazione di Lorentz richiesta è

t′ = γ(t− β

c
x)

x′ = γ(x− βct)
y′ = y
z′ = z (1)

dove β ≡ v
c

e γ ≡ 1√
1−β2

, con v la velocità relativa dei due sistemi di riferimento. Ricordando

la definizione di velocità

Vx =
dx

dt
, V ′x =

dx′

dt′

e considerando che dalla trasformazione di Lorentz (1) segue che

dt′ = γ(dt− v

c2
dx) , dx′ = γ(dx− vdt)

si ottiene

V ′x =
dx′

dt′
=

γ(dx− vdt)
γ(dt− v

c2
dx)

=
Vx − v
1− vVx

c2

.

La legge richiesta è quindi

V ′x =
Vx − v
1− vVx

c2

.

Si noti che se Vx = c allora si trova che anche V ′x = c.

Data una particella con velocità ~V si definisce il tempo proprio infinitesimo come

dτ =
1

c

√
c2dt2 − d~x 2 = dt

√√√√
1−

~V 2

c2
.

Il tempo proprio è evidentemente un invariante relativistico e permette di definire il quadrivet-
tore quadrivelocità come

uµ(τ) ≡ dxµ(τ)

dτ
=
(
cdt(τ)

dτ
,
d~x(τ)

dτ

)
=
(

c√
1− V 2

c2

,
~V√

1− V 2

c2

)



che per trasformazioni di Lorentz generali (della forma x′µ = Λµ
νx

ν) si trasforma come un
quadrivettore

u′µ = Λµ
νu

ν

*****

2) Dare la definizione di energia ed impulso relativistico per una particella di massa m e
velocità ~v, studiandone il limite non-relativistico. Scrivere inoltre l’azione per una particella
relativistica libera ed usarla per ricavare le definizioni di energia ed impulso descritte sopra.

Soluzione:
La definizione relativistica di energia è

E = mc2γ =
mc2√
1− v2

c2

Dallo sviluppo in serie di Taylor di

(1 + x)α = 1 + αx+
1

2
α(α− 1)x2 + ...

valida per x� 1, ed identificando x = −v2

c2
e α = −1

2
, si può ottenere il limite non relativistico

per v � c

E =
mc2√
1− v2

c2

= mc2 +
1

2
mv2 +

3

8
m
v4

c2
+ ...

da cui si riconosce l’energia dovuta alla massa mc2 (una sorpresa per la fisica pre-relativistica),
l’energia cinetica non-relativistica 1

2
mv2, e la prima correzione relativistica.

Similmente, il momento relativistico è definito da

~p = mγ~v =
m~v√
1− v2

c2

che nel limite non-relativistico può essere sviluppato come

~p =
m~v√
1− v2

c2

= m~v +
m

2

v2

c2
~v + ...

da si riconosce la definizione non relativistica di momento m~v, e la prima correzione relativistica.
L’azione relativistica per una particella libera è proporzionale al tempo proprio (cos̀ı da

garantire l’invarianza relativistica)

S[~x] =
∫
dt L = −mc2

∫
dt

√
1− ~v · ~v

c2
, L = −mc2

√
1− ~v · ~v

c2



dove ~v = ~̇x = d~x
dt

descrive la velocità della particella. Il momento coniugato è definito da

~p ≡ ∂L

∂~v
=

m~v√
1− v2

c2

e l’energia (hamiltoniana) da

E = ~p · ~v − L =
mc2√
1− v2

c2

definizioni che coincidono con quelle date precedentemente.

*****

3) Un fascio di pioni interagisce con protoni fermi. Calcolare l’energia di soglia in funzione
delle masse delle particelle affinché avvenga la produzione di mesoni K secondo la reazione

π+ + p → K+ +K− + n

Soluzione:
Sfruttando la conservazione del quadrimpulso totale e l’invarianza relativistica del suo modulo
quando, si può eguagliare il modulo quadro del quadrimpulso totale iniziale calcolato nel sistema
del laboratorio (LAB) con il modulo quadro del quadrimpulso totale finale calcolato nel sistema
centro di massa (CM), dove si impone che l’energia minima (energia di soglia) si ha quando
tutte le particelle sono ferme. Si ottiene

−m2
π −m2

p − 2Eπmp = −(mn + 2mK)2

da cui

Eπ =
(mn + 2mK)2 −m2

π −m2
p

2mp

.

Naturalmente particella ed antiparticella hanno la stessa massa.

*****

4) Definire il gruppo SU(2) e descriverne la sua algebra di Lie. In cosa si decompone in
termini di rappresentazioni irriducibili la rappresentazione tensoriale 2⊗ 2 di tale gruppo?

Soluzione
Il gruppo SU(2) è il gruppo delle matrici unitarie 2× 2 con determinante uguale ad 1

SU(2) = {U matrici complesse 2× 2 | U † = U−1, detU = 1} .



Possiamo scrivere matrici che differiscono infinitesimamente dalla matrice unità nel seguente
modo

U = 1 + iT T ij � 1 .

Ora la richiesta che U † = 1− iT † coincida con U−1 = 1− iT implica che le matrici T debbano
essere hermitiane

T † = T

mentre la richiesta di determinate unitario, detU = 1 + i trT = 1, implica che queste matrici
siano a traccia nulla

trT = 0 .

Una base di matrici 2× 2 hermitiane a traccia nulla sono date dalle matrici di Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)

per cui possiamo esprimere una arbitraria matrice T come combinazione lineare delle σa

T = θa
σa

2
≡ θaT

a a = 1, 2, 3 .

La normalizzazione è stata scelta per comodità. Con questa normalizzazione i generatori in-
finitesimi T a = σa

2
soddisfano alla seguente algebra di Lie di SU(2)

[T a, T b] = iεabcT c

che coincide con l’algebra di Lie di SO(3).
Il prodotto tensoriale 2⊗ 2 agisce su tensori con due indici in alto, e si decompone nelle sue

parti antisimmetrica (uno-dimensionale, lo scalare) e simmetrica (tri-dimensionale, lo spin 1)

2⊗ 2 = 1⊕ 3 .

*****


