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Modulo I

1) Scrivere la trasformazione di Lorentz che connette due sistemi di riferimento inerziali
in moto relativo lungo l’asse x. Utilizzarle poi per derivare la legge di trasformazione di Vy,
la componente della velocità di una particella lungo l’asse y. Infine, data una particella di
velocità ~V , definirne la quadrivelocità e dedurre la relativa legge di trasformazione sotto una
trasformazione arbitraria del gruppo di Lorentz.

Soluzione
Le trasformazioni di Lorentz richieste sono

t′ = γ(t− β

c
x)

x′ = γ(x− βct)
y′ = y
z′ = z (1)

dove β ≡ v
c

e γ ≡ 1√
1−β2

, con v la velocità relativa dei due sistemi di riferimento. Ricordando

la definizione di velocità

Vy =
dy

dt
, V ′y =

dy′

dt′

e considerando che dalla trasformazione di Lorentz (1) segue che

dt′ = γ(dt− v

c2
dx) , dy′ = dy

si ottiene

V ′y =
dy′

dt′
=

dy

γ(dt− v
c2
dx)

=
dy
dt

γ(1− v
c2
dx
dt

)
=

Vy

γ
(
1−vVx
c2

) .
La legge richiesta è quindi

V ′y =
Vy

1− vVx
c2

√
1− v2

c2
.

Data una particella con velocità ~V si definisce il tempo proprio infinitesimo come

dτ =
1

c

√
c2dt2 − d~x 2 = dt

√√√√
1−

~V 2

c2
.

Il tempo proprio è evidentemente un invariante relativistico e permette di definire il quadrivet-
tore quadrivelocità come

uµ(τ) ≡ dxµ(τ)

dτ
=
(
cdt(τ)

dτ
,
d~x(τ)

dτ

)
=
(

c√
1− V 2

c2

,
~V√

1− V 2

c2

)



che per trasformazioni di Lorentz generali (della forma x′µ = Λµ
νx

ν) si trasforma come un
quadrivettore

u′µ = Λµ
νu

ν .

*****

2) Usando l’analisi dimensionale dedurre le dimensioni delle costanti fondamentali c, h̄ e
GN . Trovare poi le combinazioni di queste costanti che definiscono un massa, una lunghezza
ed un tempo.

Soluzione
In termini di dimensioni di massa M , lunghezza L e tempo T , si ha che la velocità della luce c
ha dimensioni

[c] =
L

T

La costante ridotta di Planck h̄ ha le dimensioni di un’azione e quindi

[h̄] = [Energia][Tempo] = [Massa][V elocita′]2[Tempo] = M
L2

T 2
T =

ML2

T

Infine la costante della gravitazione universale di Newton GN ha le dimensioni di

[GN ] = [Forza][Lunghezza]2[Massa]−2 = [Massa][Accelerazione]
L2

M2
=

L3

MT 2

Da queste relazioni si può vedere che usando solo c, h̄, GN , si ottiene una massa mp come

mp =

√
h̄c

GN

una lughezza lp come

lp =

√
GN h̄

c3

ed un tempo tp come

tp =

√
GN h̄

c5
.

*****

3) Un fotone di energia Eγ incide su un bersaglio di idrogeno liquido. Determinare l’ energia
di soglia per la reazione

γ + p → p+ π0



in funzione delle masse del protone e del pione, mp e mπ0 .

Soluzione
Il quadrimpulso totale è conservato, ed il suo modulo quadro è un invariante relativistico. Cal-
colando tale modulo quadro nel LAB prima dell’urto e nel CM dopo l’urto, possiamo eguagliare
questi due moduli. Imponendo che l’energia sia minima nel CM (particelle a riposo senza energia
cinetica dopo l’urto) si ottiene (in unità naturali)

Eγ = mπ0 +
m2
π0

2mp

*****

4) Descrivere l’algebra di Lie del gruppo SU(2) e dedurre i generatori nella rappresentazione
fondamentale.

Soluzione

SU(2) è il gruppo delle matrici unitarie 2× 2 con determinante uguale ad 1

SU(2) = {U matrici complesse 2× 2 | U † = U−1, detU = 1} .

La sua algebra di Lie è data da
[T a, T b] = iεabcT c

e coincide con l’algebra di Lie di SO(3). Per dedurre i generatori nella rappresentazione fon-
damentale scriviamo le matrici di SU(2) che differiscono infinitesimamente dalla matrice unità
nel seguente modo

U = 1 + iT T ij � 1 .

Ora la richiesta che U † = 1− iT † coincida con U−1 = 1− iT implica che le matrici T debbano
essere hermitiane

T † = T

mentre la richiesta di determinate unitario, detU = 1 + i trT = 1, implica che queste matrici
siano a traccia nulla

trT = 0 .

Una base di matrici 2× 2 hermitiane a traccia nulla sono date dalle matrici di Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)

per cui possiamo esprimere una arbitraria matrice T come combinazione lineare delle σa come

T = θa
σa

2
≡ θaT

a a = 1, 2, 3 .



Con questa normalizzazione i generatori infinitesimi T a = σa

2
soddisfano l’algebra di Lie di

SU(2) sopra citata.


