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Modulo I

1) Descrivere come agisce una trasformazione di Lorentz arbitraria sulle coordinate xµ dello
spazio-tempo, indicando le proprietà che definiscono tale trasformazione. Che cos’ è il gruppo
di Lorentz proprio ed ortocrono? Che trasformazioni discrete possono essere unite al gruppo di
Lorentz proprio ed ortocrono per ottenere l’intero gruppo di Lorentz?

Soluzione

x′µ = Λµ
νx

ν con ηµνΛ
µ
αΛν

β = ηαβ

dove ηµν è la metrica di Minkowski

ηµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

In notazione matriciale
x′ = Λx con ΛTηΛ = η .

Il gruppo di Lorentz proprio ed ortocrono è il sottogruppo del gruppo di Lorentz le cui
matrici Λµ

ν soddisfano
det(Λµ

ν) = 1 e Λ0
0 ≥ 1 .

Se si aggiungono al gruppo di Lorentz proprio ed ortocrono le trasformazioni generate dalla

rifessione spaziale P µ
ν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 e dalla riflessione temporale T µν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


allora il prodotto di queste trasformazioni produce l’intero gruppo di Lorentz.

*****

2) Un fotone di energia Eγ incide su un bersaglio di idrogeno liquido. Determinare l’ energia
di soglia per la reazione

γ + p → p+ π0

in funzione delle masse del protone e del pione, mp e mπ0 .



Soluzione
Il quadrimpulso totale è conservato, ed il suo modulo quadro è un invariante relativistico.
Calcolando tale modulo quadro nel LAB prima dell’urto e nel CM dopo l’urto, ed imponendo
che l’energia sia minima nel CM (particelle a riposo senza energia cinetica dopo l’urto) si ottiene
(in unità naturali)

Eγ = mπ0 +
m2
π0

2mp

*****

3) Descrivere la corretta relazione relativistica tra energia ed impulso di una particella di
massa m ed utilizzarla per ottenere l’ equazione libera di Klein-Gordon. Discutere le soluzioni
di onda piana di tale equazione. Cosa sono le soluzioni ad energia negativa? E come sono
interpretate?

Soluzione
In unità naturali la relazione energia impulso è data dall’invariante relativistico

pµp
µ = −m2 → E2 = ~p 2 +m2 .

Sostituendo E → i ∂
∂t

e ~p→ −i~∇ si ottiene un operatore differenziale che definisce l’eq. di Klein
Gordon

(− ∂2

∂t2
+∇2 −m2)φ(x) = 0

le cui soluzioni di onda piana sono date da

φ
(+)
~p (x) = e−iEpt+i~p·~x , φ

(−)
~p (x) = eiEpt+i~p·~x

dove Ep =
√
~p 2 +m2 con ~p arbitrario. Le φ

(−)
~p (x) sono le souluzioni ad energia negativa

(E = −Ep) e sono associate alle antiparticelle.

*****

4) Come è definito il gruppo SU(2)? In cosa si decompone la rappresentazione tensoriale
2 ⊗ 2 di tale gruppo in termini di rappresentazioni irriducibili? Descrivere infine l’ algebra di
Lie di SU(2).

Soluzione
Il gruppo SU(2) è il gruppo delle matrici unitarie 2× 2 con determinante uguale ad 1

SU(2) = {U matrici complesse 2× 2 | U † = U−1, detU = 1} .



Queste matrici definisco direttamente la rappresentazione definente, e si ha che il prodotto
tensoriale 2⊗ 2 contiene uno scalare (spin 0) ed una rappresentazione tridimensionale (spin 1)

2⊗ 2 = 1⊕ 3 .

Possiamo scrivere matrici che differiscono infinitesimamente dalla matrice unità nel seguente
modo

U = 1 + iT T ij � 1 .

Ora la richiesta che U † = 1− iT † coincida con U−1 = 1− iT implica che le matrici T debbano
essere hermitiane

T † = T

mentre la richiesta di determinate unitario, detU = 1 + i trT = 1, implica che queste matrici
siano a traccia nulla

trT = 0 .

Una base di matrici 2× 2 hermitiane a traccia nulla sono date dalle matrici di Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)

per cui possiamo esprimere una arbitraria matrice T come combinazione lineare delle σa

T = θa
σa

2
≡ θaT

a a = 1, 2, 3 .

La normalizzazione è stata scelta per comodità. Con questa normalizzazione i generatori in-
finitesimi T a = σa

2
soddisfano alla seguente algebra di Lie di SU(2)

[T a, T b] = iεabcT c

che coincide con l’algebra di Lie di SO(3).

*****


