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Modulo 1

v

1) Una trasformazione di Lorentz puo essere scritta nella forma z* = A*, x".
i) Quali proprieta deve soddisfare A*, affinché la trasformazione appartenga al gruppo di
Lorentz?
i) Come si trasformano le componenti di un tensore con tre indici (cio¢ di rango tre) TH"?
i11) Quali sono i valori di A#, che definiscono la trasformazione di Lorentz che collega le coordi-
nate di un sistema inerziale K con quelle di un sistema K’ in moto lungo I'asse = con velocita
costante v?
iv) Considerando un tensore TH* che nel sistema K ha come unica compontente non nulla
T?% = t, trovare le componenti non nulle nel sistema di riferimento K’.

Soluzione

i) Dalla richiesta di invarianza di s* = n,,2"2" sotto la trasformazione 2/ = A¥,z" segue
che
NN o\ = Tag

dove gli indici p, v, a, 8 assumono i valori 0,1,2,3 (due indici ripetuti sono da considerare
sommati su tutti i loro possibili valori). Alternativamente, in termini di matrici,

ATpA =1 .
it) Per trasformazioni di Lorentz il tensore a tre indici si trasforma come
T/MV)\ — A,ua Ayﬁ A)\'y Taﬁ'y .

iii)

vy =By 00
By v 00 1
R _ — = —
A v 0 0 1 0 ) ﬂ c Y ’7 /—1 — /82
0 0 01
per cui le sole componenti non nulle sono
Ay =AY =17, A=Ay =—-B7, Ay=N3=1. (1)

iv) Usando la legge scritta al punto i) possiamo calcolare i seguenti termini non nulli
T = Ay N5 AN TP = APy N5 A5 5223 = Ay AV Ay s

Poiché A%, =1 e A*y = 0 se pu # 2, e similmente A33 = 1 e A#3 = 0 se pu # 3, si ha che 1'unica
componente non nulla nel sistema K’ ¢
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2) Nel processo
1+2—3+4+5

come viene definita la massa invariante associata alle particelle 4 e 57 Come puo essere inter-
pretata? La particella 3 risulta essere un elettrone con energia totale £ e massa m. Con che
velocita si muove? (Dare la risposta in funzione di £ ed m).

Soluzione:
Usiamo unita naturali con ¢ = 1. La massa invariate M delle particelle 4 e 5 e ottenibile dal
modulo quadro della somma dei quadrimomenti delle particelle 4 e 5

M? = —(ps + ps)*
dove naturalmente il modulo quadro e calcolato tenendo conto della metrica di Minkowski

(pa+15)% = (pa +05)" (pa + D5) . = N (Pa + ps)*(pa + ps)” -

Quindi
M = \/—(ps+ps)? .

Corrisponde alla massa di una eventuale particella creata nell'urto delle particelle 1 e 2, che
decade successivamente nelle particelle 4 e 5.
Nell’'urto 'elettrone emerge con una energia totale £ = m-y, per cui

Poiche

ne segue che la sua velocita 3 vale
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3) Un pione 7 a riposo decade in muone p* e neutrino v,
Tt — ,u+ + v,

e si osserva il muone con una energia cinetica K. Trascurando la massa del neutrino calcolare
la massa del pione in funzione di K e della massa del muone m,,.



Soluzione:
Usiamo unita di misura naturali (¢ = 1). Il decadimento e visto nel sistema a riposo del pione,

per cui il suo quadrimpulso vale
P* = (m,,0,0,0) .

Decade in muone e neutrino, ed indichiamo i loro quadrimpulsi con
P#Luone = (E,Lwﬁ,u) ) Prlfeutr'mo = (Elfuﬁl/) .
Dalla conservazione del quadrimpulso totale abbiamo che

m, = E,+E,
ﬁ,u"‘ﬁu = 0 (2)

L’energia del muone vale
E,=m,+ K

dove m,, indica la massa del muone e K la sua energia cinetica.
L’energia del neutrino, considerando nulla la sua massa, ¢

Eu = ’ﬁu'

o] = |Pul = JEE —mi;

e dalla (2) si ha che

per cui

m, = EM+E,,:mM+K+\/(mM+K)2—m,%

= m,+K+,/2m,K + K?

= (110 + v864) MeV ~ 139.4 MeV
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4) Riportare gli assiomi che definisco un gruppo e verificare che le matrici unitarie N x N
con determinante uguale ad uno formano un gruppo, il gruppo SU(N).

Soluzione:

Un gruppo G = {g} € un insieme di elementi g che soddisfano alle seguenti proprieta:
1) esiste una legge di composizione: presi g;, g2 € G allora g; - g2 = g3 € G,
2) esiste 'elemento identita: de € G tale che g-e =¢e-g =g,
3) esiste 'elemento inverso: se g € G allora ¢! € G taleche g- g ' =g 1-g=ce,
)

4) associativita: (g1 -¢2) - g3 =91 (92 - g3)-



Una matrice U ¢ unitaria se UT = U~!. Le matrici unitarie N x N con determinante uguale
ad uno formano un gruppo, il gruppo SU(N). Infatti se U; ed U, appartengono al gruppo
SU(N), allora anche U3 = U;U; appartiene al gruppo, infatti & unitaria

Ul = (U0 = UUT = Uy tot = (00) 7 = Uy !

ed ha determinante
det U3 = det(UlUg) = det U1 det U2 =1.

Inoltre la matrice identita e unitaria e con det =1, e quindi appartiene al gruppo. L’inverso di
ogni elemento U ¢ dato da U~! = UT, che a sua volta ¢ unitario e con det =1. Infine il prodotto
di matrici e associativo. Tutte le proprieta di gruppo sono soddisfatte.
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