Fisica Nucleare e Subnucleare
Prova Scritta, 16 Luglio 2015

Modulo 1

1) Scrivere le trasformazioni di Lorentz che connettono due sistemi di riferimento inerziali in
moto relativo lungo I'asse x. Utilizzarle per derivare la legge di trasformazione di V., la compo-
nente della velocita lungo 1’asse x. Scrivere infine la definizione della quadrivelocita e la relativa
legge di trasformazione per cambio di sistema di riferimento inerziale.

Soluzione
Le trasformazioni di Lorentz richieste sono

t = y(t—fx)
"= (- Bet)
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dove B=72ey= ﬁ, con v la velocita relativa dei due sistemi di riferimento. Ricordando

la definizione di velocita

dx dx’
Ve=— Vi=—
dt ’ Toodt
e considerando che dalla trasformazione di Lorentz (1) segue che
dt' = ~(dt — %dw) , dr’ = y(dz — vdt)
si ottiene .
V= dz’  y(dz —vdt) _Ve—u
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La legge richiesta ¢ quindi

V' Ve, —w
1’_1_vi :
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Si noti che se V, = c allora si trova che anche V] = c.
Data una particella con velocita V' si definisce il tempo proprio infinitesimo come

1 /2
dr = VA2 —diZ = dt 4|1 — I
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Il tempo proprio & evidentemente un invariante relativistico e permette di definire il quadrivet-
tore quadrivelocita come
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che per trasformazioni di Lorentz generali (della forma 2/ = A#,x") si trasforma come un
quadrivettore
u™ = A u
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2) I protoni dei raggi cosmici possono interagire con i fotoni della radiazione cosmica di fondo
attraverso la reazione

p+y = ptm

Considerando protoni di altissima energia (con momento |p,| ~ E,, in unita con ¢ = 1) che col-
lidono frontalmente con fotoni di energia £, quanto vale 'energia di soglia dei protoni (energia
minima affinché la reazione possa avvenire)? Dare la risposta in funzione di £, e delle masse
delle particelle in gioco.

Soluzione
Il protone con 4-momento P}’ = (E,, p,) interagisce con un fotone con 4-momento P = (E.,, p, ).
Imponendo la conservazione del 4-momento totale si ha

(PP+P’Y)2 = (P;—i—P;rO)Q = _(mp+mm>2

dove i primati indicano i momenti finali. Nell’'ultima uguaglianza si ¢ infine imposto che le
particelle finali siano ferme nel sistema centro di massa per identificare I’energia di soglia della
reazione: un’energia minore non permetterebbe la creazione del pione. Sviluppando

(Pp + P7)2 = _(mp + mwa)z

si ha
—(Ep + E7)2 + (I7p| — E’Y)2 = _mgzy - m72ro — 2mpMe,

dove si e usato che il momento del fotone ¢ in modulo uguale alla sua energia, e orientato in
direzione opposta al momento del protone (urto frontale), e quindi

_QEW(EP + |ﬁpD = _m72r0 = 2mpMe,

approssimando poi |p,| ~ E, per protoni di altissima energia si ottiene

1
Ep = E(mio + 2mpmay, ) -
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3) Descrivere come emerge il potenziale di Yukawa dall’equazione di Klein-Gordon.



Soluzione
L’equazione di Klein-Gordon in presenza di una sorgente esterna J(Z,t) si scrive come
1 9 9 2 - -
(—C+v — )(b(:{:,?ﬁ) = J(Z,1) (2)
dove = %¢. Per una sorgente statica puntiforme della forma
J(#,t) = g8 (1) (3)
possiamo cercare soluzioni indipendenti dal tempo, per cui I’equazione si semplifica e diventa

(V2 = 1?)p(E) = g6 (Z) . (4)

Per ;1 = 0 riconosciamo la ben nota equazione di Poisson per il potenziale coulombiano di una
carica puntiforme di intensita g, che sappiamo essere

" g1
=< 5
o) = —L- @
Per p # 0 la soluzione assume invece la forma
. g et
= ——= 6
o) = — L% (©

che contine (5) come caso limite. L’esponenziale genera un cut-off a distanze dell’ordine di
R~ i = %, che riconosciamo essere la lunghezza d’onda Compton di una particella di massa
m. Per questo si parla di potenziale a corto raggio d’azione (fu utilizzato da Yukawa per
descrivere le forze nucleari). E possibile verificare che questa soluzione soddisfa 1’ equazione per
r # 0: basta infatti usare il laplaciano scritto in coordinate sferiche (V? = r%a,ﬁ“QﬁmL derivate
sugli angoli) e sviluppare i calcoli. Inoltre il comportamento singolare ad r = 0 & collegato
all’intensita della carica puntiforme, come note dal caso coulombiano, infatti nelle vicinanze di
r = 0 il termine esponenziale e trascurabile ed approssimabile ad 1.
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4) Definire il gruppo SU(N). Che cosa sono le rappresentazioni N ed N? Indicare infine come
i prodotti tensoriali N ®@ N e N ® N si decompongono in termini di rappresentazioni irriducibili.

Soluzione
Il gruppo SU(N) & il gruppo di matrici U di dimensione N x N, unitarie (UT = U~!) e con
determinante uguale ad 1

SU(N) = {U matrici complesse N x N | Ul = U, detU =1} .



La rappresentazione N ¢ quella identificata appunto da questa definizione (rappresentazione
definente), che opera naturalmente su uno spazio vettoriale complesso di dimensione N. La rap-
presentazione N ¢ invece data dalle matrici precedenti complesse coniugate, cio¢ dalle matrici
U*, che identificano una rappresentazione diversa (per N > 2). Queste operano su uno spazio
vettoriale di dimensione N identificato con il complesso coniugato dello spazio vettoriale prece-
dente (per cui la rappresentazione si indica con N).

Inoltre NV 41 N(N - 1)
+ —
N®N = ) D (7)
2 2
che corrisponde alla separazione del tensore 7% nelle sue parti simmetriche ed antisimmetriche,
T® = S% 4+ A% Questo ¢ tutto (non si possono prendere traccie per formare scalari su

questi tensori perche d,, non € un tensore invariante per SU(N)). Su questi tensori operano le
rappresentazioni indicate.
Infine si ha
N@N=1® (N*-1) (8)

che corrisponde alla separazione del tensore 7%, nella sua parte di traccia (lo scalare) e nella
sua parte senza traccia.



