Fisica Nucleare e Subnucleare
Prova Scritta, 16 Settembre 2016

Modulo I

1) Scrivere la trasformazione di Lorentz che connette due sistemi di riferimento inerziali in
moto relativo lungo 'asse x. Utilizzarla poi per derivare le leggi di trasformazione del campo
elettromagnetico, sapendo che questo forma un tensore di rango 2, il tensore F*

0O E, E, E.
~E, 0 B. -B,
-E, -B. 0 B,
~E. B, -B, 0

Scrivere le leggi di trasformazione delle varie componeti di E e B.

Soluzione:

La trasformazione di Lorentz richiesta &
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Usando o# = (2°, 21, 22, 23) = (ct, x, vy, 2) questa si scrive nella forma

't = A*, 2

con

v =By 0 0

=fy v 00
[

Ay = 0 0 1 0

0 0 0 1

dove f =% ey = ﬁ In particolare i valori diversi da zero sono

AOOIAllz’Y, A10=A01:—5’Y, ANy =NA3=1
Il tensore del campo elettromagnetico si trasforma
Fr — P = A AP, P

per cui usando i soli valori di A¥, (e F*") diversi da zero possiamo calcolare
E, = F" = A N F?7 = A% (Ao + A PP

— A01A10F10 4 A00A11F01 — (AOOA11 _ AolAlo)Fm
= (72 - 6272)Ex = E;



Ell/ — F/02 — AOPA2O-FPU — AOpA22Fp2 _ AOpr2
— A00F02 + AO1F112 - fVEy - B’VBz - V(Ey - /BBZ)

E; _ F/O3 — AOpASUFpU — AOpA33Fp3 — AOprS
= A%F® 4+ A F' = yE, — py(~B,) = (E. + BB,)

B:c — F/23 — A2PA30-FPU — A22A33F23 — F23 — B:v

B; — F131 — A3pAIUFpU — A33A10F3U — AIUF?)U
= AgF + AP = —Bv(—E.) +vB, = v(B, + BE.)

B/ — F/12 — AlpA2UFpa — AlpA22Fp2 — Alpr2 —
— AL FO2 4 AL 2 — —ByE, +7B, = v(B, — ﬁEy)
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2) 1 protoni dei raggi cosmici possono interagire con i fotoni della radiazione cosmica di fondo
attraverso la reazione
p+y — p+m°

Considerando protoni di altissima energia (con momento |p,| ~ E,, in unita con ¢ = 1) che col-
lidono frontalmente con fotoni di energia E.,, calcolare quanto vale I'energia di soglia dei protoni
E, in funzione di E, e delle masse delle particelle in gioco.

Soluzione
Il protone con 4-momento P} = (E,,p,) interagisce con un fotone con 4-momento P! = (E,, pl,).
Imponendo la conservazione del 4-momento totale si ha

(PP+P’Y)2 = (P;—f—P;rO)Q = —(mp+m7r0)2

dove i primati indicano i momenti finali. Nell’ultima uguaglianza si ¢ infine imposto che le particelle
finali siano ferme nel sistema centro di massa per identificare I'energia di soglia della reazione:
un’energia minore non permetterebbe la creazione del pione. Sviluppando

(B + Py)* = —(my, + mxy)*

si ha
_(Ep + E’y)Q + (’ﬁp’ - E’Y)Q = _m;% - m72ro — 2mpMa,



dove si ¢ usato che il momento del fotone ¢ in modulo uguale alla sua energia, e orientato in
direzione opposta al momento del protone (urto frontale), e quindi

_QE'y(Ep + ‘ﬁp‘) = _m72r0 — 2mpMa,

approssimando poi |p,| ~ E, per protoni di altissima energia si ottiene

1
E

» = 1 (mfro + 2mymy,) -
v
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3) Descrivere come ottenere '’equazione libera di Klein-Gordon utilizzando la corretta relazione
relativistica tra energia ed impulso. Aggiungendo una sorgente puntiforme statica all’equazione,
descriverne la soluzione nota come potenziale di Yukawa.

Soluzione:
Soluzione:
In unita naturali (¢ = h = 1), la relazione energia impulso ¢ data dallinvariante relativistico

pupt = —m? — E2=p2+m?.

Sostituendo £ — i% ep— —iV si ottiene un operatore differenziale che definisce ’eq. di Klein

Gordon o2
(s + V7 = m)(a) =0

Aggiungendo sul lato destro una sorgente statica della forma ¢6®)(Z) e per soluzioni statiche
(indipendenti dal tempo) si ottiene ’equazione

(V2 = m?)o(7) = g6 () .

la cui soluzione e appunto il potenziale di Yukawa

mr

(@) = —LE

4r r

che descirve un potenziale con raggio d’azione R ~ %
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4) Sia data la rappresentazione definente R(g) di un gruppo G, dove g € G & un elemento
arbitrario del gruppo. Questa agisce sui vettori di uno spazio vettoriale le cui componenti indicate
con v* (indici in alto) si trasformano come

vt 4 = [R(g)v]* = [R(g))% 0" .



Cosa sono e come si trasformano i vettori con indici puntati e non puntati in alto ed in basso?
Dimostare che il prodotto w,v® € uno scalare.

Soluzione:
Data la rappresentazione R(g), se ne possono immediatamente costruire altre tre:
la rappresentazione “complesso coniugata” R(g)*,
la rappresentazione “inverso trasposta” R(g)~!7
la rappresentazione “inverso hermitiana” R(g)~!7.
Infatti se R(g1) R(g2) = R(g192) e R(e) = 1, prendendo il complesso coniugato di queste relazioni
segue che R(g1)* R(g2)* = R(g192)*, come anche R(e)* = 1, per cui anche R(g)* definisce una
rappresentazione del gruppo. Similmente negli altri casi.

Queste rappresentazioni matriciali trasformano vettori di opportuni spazi vettoriali, le cui
componenti sono per convenzione indicate con “indici puntati in alto”, “indici in basso” ed “indici
puntati in basso”, rispettivamente. In formule

a 9eqG roga

wavt ——  w,v

R(g)™! ]ab wy[R(g)]% v° (si noti uso indici ¢ # b)
(i numeri commutano tra loro)

R(g) P [R(9)]% wp v° (relazione tra matrice e sua trasposta)
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1°cwy v (prodotto di matrici da la matrice identita’ I)
(inseriti i valori della matrice identita’)
= wpv (sommato su indice c)

= wuv (rinominato indice muto da b ad a)

Dunque w/,v"* = w,v*, e questo prodotto & invariante (uno scalare).
Alternativamente, possiamo scrivere w,v® = w’v usando vettori colonna e ricordando le loro

leggi di trasformazione si ha

wer” =w'v 5w = [R(g)™ ] [R(g)v] = w” R(g) ' R(g)v = w"v = weo"
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