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Modulo 1

1) Una trasformazione di Lorentz puo essere scritta nella forma 2 = A*, a".
i) Quali proprieta devono soddisfare i coefficienti A*, (le componenti della matrice A) affinché la
trasformazione appartenga al gruppo di Lorentz?
i) Come si trasformano le componenti di un tensore con tre indici (cio¢ di rango tre) SHA?
i11) Quali sono 1 valori dei coefficienti A#,, che definiscono la trasformazione di Lorentz usuale che
mescola 2° = ¢t e ! (la trasformazione che collega le coordinate di un sistema inerziale K con
quelle di un sistema K’ in moto lungo 'asse = con velocita costante v)?
iv) Considerando un tensore S#** che nel sistema K ha come unica compontente non nulla $33 = s,
trovare le componenti non nulle nel sistema di riferimento K’.

Soluzione

i) Dalla richiesta di invarianza di s* = n,, 22" sotto la trasformazione 2/#* = A*,z” segue che
NN o\ g = Tag

dove gli indici p, v, o, 5 assumono i valori 0, 1, 2, 3 (due indici ripetuti sono da considerare sommati
su tutti i loro possibili valori). Alternativamente, in termini di matrici,

ATpA =1 .
ii) Per trasformazioni di Lorentz il tensore a tre indici si trasforma come
S/,uzz)\ — A,ua Ayﬁ A~)\7 Saﬁ'y )
iii)

v =By 00
By ~v 00 v 1
o — S —
A v 0 0 1 0 9 /6 - c ) ’y /—1 — /82
0 0 01
Quindi le sole componenti non nulle sono
AOO = All =7, A01 = Alo = —6’}/ s A22 = A33 = . (]_)

iv) Usando la legge scritta al punto i) possiamo calcolare i seguenti termini non nulli
S = Nt N g AN ST = Ay A3 MY S = Ay A3 AN s
Poiché A33 = 1 e A#3 = 0 se u # 3, si ha che I'unica componente non nulla nel sistema K’ ¢
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2) Usando 'analisi dimensionale dedurre le dimensioni delle costanti fondamentali ¢, i e G.

Trovare poi le combinazioni di queste costanti che definiscono un massa, una lunghezza ed un
tempo.

Soluzione

In termini di dimensioni di massa M, lunghezza L e tempo T, si ha che la velocita della luce ¢ ha
dimensioni

L
[C] - T
La costante ridotta di Planck & ha le dimensioni di un’azione e quindi
[h] = [Energial[Tempo] = [Massa)[Velocita'|*[Tempo] = MﬁT =—F

Infine la costante della gravitazione universale di Newton G ha le dimensioni di

L? L3
— 2 -2 _ ; —
[GN] = [Forzal|[Lunghezzal“[Massa)™= = [Massa|[Accelerazione] = T

Da queste relazioni si puo vedere che usando solo ¢, i, Gy, si ottiene una massa m, come

e
Gy

mp:

una lughezza [, come

ed un tempo ¢, come
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3) Si consideri il processo )
p+p — p+tp+X+X

in cui vengono create una particella X e la sua antiparticella. Calcolare 1'energia di soglia della
reazione in funzione delle masse delle particelle, assumendo che un protone iniziale sia fermo.

Soluzione

Un protone con 4-momento P;l = (E,,p,) interagisce con un protone fermo con 4-momento
Ply = (my, 0). Imponendo la conservazione del 4-momento totale si ha

(Pp1 + P2)? = (Pringor)® = —(2my, + 2mx)?



dove nell’'ultima uguaglianza si ¢ imposto che le particelle finali siano ferme nel sistema centro di
massa per identificare 'energia di soglia della reazione. Inoltre si e usato il fatto che particella ed
antiparticella hanno la stessa massa. Sviluppando il calcolo di

(Ppl + Pp2)2 = _<2mp + 2mX>2

si ottiene
—2m12, —2E,m, = —4m12, — 4m3 — 8mymx
e quindi
1
E, = —(m2 +2m% + 4m,mx) .
mp
KKK

4) Dare la definizione di gruppo. Definire il concetto di rappresentazione di un gruppo. Indi-
care infine le rappresentazioni irriducibili pit semplici per SU(N).

Soluzione
Un gruppo G = {g} & l'insieme di elementi g che soddisfano alle seguenti proprieta:

1) esiste una legge di composizione: presi g;, g2 € G allora g; - g2 = g3 € G,

2) esiste I'elemento identita: Je € G tale che g-e =¢e-g =g,

3) esiste I'elemento inverso: se g € G allora 3g7' € G taleche g- g ! =g~ ! - g=ce,

4) associativita: (g1 -g2) - g3 =91 (92 g3)-

Una rappresentazione ¢ una applicazione dal gruppo allo spazio di matrici quadrate di dimen-
sione fissata (operatori su uno spazio lineare)

R: G +—— Matrici quadrate
g — R(g) (2)

tale che
1) R(g1)R(g2) = R(g1 - 92)
2) R(e) = I con I matrice identita.
Da questo segue anche che R(g7')R(g) = R(e) = I, per cui R(g™') = [R(g)]™!. L’associativita ¢
automatica perche il prodotto tra matrici e associativo. Quindi tutte le proprieta del gruppo sono
realizzate.
Per SU(N) le piu semplici rappresentazioni sono date dalla:
fondamentale N,
complesso coniugata della fondamentale N,
aggiunta N2 — 1.
Altre semplici rappresentazioni sono:

. A . .. .. N(N+1
quella che agisce su tensori di rango due simmetrici S%, indicata con ( 2+ ),
N(N-1)

2 Y

quella che agisce su tensori di rango due antsimmetrici A%, indicata con
N(N+1)  N(N-1)
2 2

le loro complesse coniugate e , ete.



