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1 Equazione del calore

L’equazione del calore & un’equazione alle derivate parziali (PDE) del secondo ordine. E
un’equazione parabolica e assume la forma

0
Srt) = Au(, 1) (1)

con z = (z!,....,2") € R" e t € R parametro temporale. L’operatore differenziale di Laplace A
¢ definito come al solito da

n
0 0 ;
A= ort 0x' I, 2)
1=
dove si e usata la notazione 0; = % e la regola di somma su indici ripetuti (indici in alto ed in

basso sono equivalenti per R" pensato come spazio euclideo).
La soluzione fondamentale dell’ eq. del calore e data da

1 |z|2

0ot = e (3

—~

Infatti un semplice calcolo delle sue derivate produce

0 1 2
Qo) = ~2huwn+ My
0 1t
axi¢(x>t) = _§?¢(xvt)
2
M t) =~ Mt t) + (). (@)

Soddisfa inoltre la condizione iniziale al tempo t = 0

P(x,0) = 6" (z) . (5)

La soluzione puo essere ottenuta con i metodi della meccanica quantistica.

2 Sviluppo perturbativo

Un’ equazione del calore piu generale, con un termine di potenziale V(z), & data da

0
V(@) = (A+ V(@) (1) (6)



e non e risolubile esattamente in presenza di un potenziale generico. Una procedura molto utile
nelle applicazioni fisiche e quella di studiare soluzioni perturbative per tempi di propagazione
t sufficientemente piccoli.

Riscriviamo 'equazione nella forma

% (I,y,t) == (A—{—V(ZL’))Q#(JI,y,t) (7)

¢($7y70) = 5(71)(1,_?/)

con il dato iniziale che dipende da un punto generico y. Per V(x) = 0 la soluzione fondamentale
e data da

1 z—y|?
Yo(z,y,t) = We_l " (8)

mentre per V(z) # 0 un’anstaz di soluzione puo essere scritto come

Y@, y,t) = Yoz, y,) > am(z,y)t" (9)

m=0

e contiene una serie di potenze intere di ¢t con coefficienti a,,(z,y) detti coefficienti di Seeley-
DeWitt o coefficienti del nucleo del calore (heat kernel).

Immettendo I'ansatz @ nell’” equazione , si ottiene che i coefficienti a,, devono soddisfare
le seguenti PDE ricorsive

manm (z,y) + (2" — y)am(z,y) = (A +V(2))am_1(x,7) m=12.. (10)
con
ao(l’,y) =1 (11)
necessario per soddisfare le condizioni iniziali. Definendo per comodita
=y - (12)

cosicché lo sviluppo in serie di Taylor di una funzione V (y) attorno al punto x* & dato da
) 1 . .
V(y) = V(ZE + {) = V(ZL‘) + 5’&‘/(:17) + 5526]&8]‘/(1') + ... (13)

possiamo risolvere ricorsivamente, e perturbativamente in &, le relazioni ((10J).
Per m = 1 abbiamo l'equazione (usando &' = y* — ")

a1(z,y) — £ (z,y) = V(2) (14)

e considerando una soluzione del tipo

ai(z,y) = a(@) + §bi(2) + ¢ cy(x) + O(E7) (15)
si trova (ricordando che 9,67 = —¢7)
a(x) =V(z), bi(x) = %@-V(x) : cij(z) = é@iajV(x) (16)



e quindi
1 . 1 . .
ai(,y) = V(@) + 560V (@) + £E00,V (2) + O(E?) (1)
Per m = 2 I'equazione diventa

2az(z,y) + (2' — y")Oiaz(x,y) = (A + V(2))ar(z,y) (18)

ed e facile trovare che ) )
as(z,y) = SV3(@) + AV (@) + O(8) - (19)

Abbiamo provato quindi che la soluzione all’ordine ¢? (e considerando & ~ \/Z) contiene i
coefficienti

ap(z,y) = 1
w(e,y) = Vi) +Z€0V() + 600,V (@) + O(E)

ar(z,y) = %vz(a;w%w(xw()(g). (20)

In particolare, i coefficienti a punti coincidenti y = z (i.e. £ = 0) sono esatti e valgono

ap(z,z) = 1
a(z,x) = ‘1/(x) 1
as(z,z) = §V2(a:) + EAV(QE) (21)

Questi coefficienti trovano molteplici applicazioni, specialmente nella teoria dei campi quantis-
tici (anomalie, azioni efficaci, etc.)
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