Lezioni di Fisica delle Particelle

* Cenni storici

* Introduzione al Modello Standard

 Alcuni richiami (quantita di moto, momento angolare, ...)
e Simmetrie (rotazioni, parita, coniugazione di carica,...)

e Gli adroni

e Accenni alla Cromodinamica Quantistica

* Appendici

http://ishtar.df.unibo.it/Uni/bo/ingegneria/all/semprini_cesari/stuff/homepage.htm

Prof. Nicola Semprini Cesari

22/12/2011 Prof. Nicola Semprini Cesari 1



Dagli inizi

lle prime proprieta dei protoni e degli elettroni (1800-1900)

Oggi comprendiamo che la fisica delle particelle inizid con
’esplorazione della struttura della materia. Sia pure in chiave
filosofica, ipotesi precise furono formulate gia nel V-IV sec.
A.C da Leucippo e Democrito i quali intuirono che la materia,
in tutte le sue forme, doveva essere riconducibile a corpuscoli
elementari. Nonostante questo & solo agli inizi del’l80o che
tali ipotesi, trovando un qualche fondamento sperimentale,
pose le basi per una scienza, fondata su esperimenti e modelli
teorici, la quale spostd gradualmente la sua attenzione dalle
proprieta della materia alle proprieta delle particelle.

U Nel 1802-03 il chimico britannico J. Dalton formula la sua
ipotesi atomica che interpreta le molecole come aggregati
di un numero limitato di atomi indivisibili (elementari) di
massa differente tenute insieme da una non meglio
precisata forza atomica.

U Nel 1815-16 il chimico britannico W. Prout ipotizzo che gli
atomi non fossero elementari ma a loro volta aggregati di
atomi di idrogeno che venivano cosi ad assumere il ruolo di
particella fondamentale di tutta la materia.

U Negli anni compresi tra il 1830 ed il 1860 si collocano gli
esperimenti elettrochimici di M. Faraday i quali, tra le altre
cose, mostrarono che la materia e quindi I'atomo era
costituito da particelle pesanti e positive (Faraday misura iil
rapporto e/m dello ione idrogeno) e particelle leggere e
negative legate quindi dalla forza elettrica.

UTra il 1860 ed il 1870 si collocano gli studi del chimico russo
D.I. Mendeleev che individuo ricorrenze nelle proprieta
chimiche degli atomi utilissime per i chimici e per i fisici che
intravedevano in essa una soggiacente sottostruttura

dell’atomo.

A M. Faraday si deve linvenzione di un dispositivo,
inizialmente concepito per lo studio delle scariche elettriche
nei gas rarefatti, che costitui la porta di accesso ai fenomeni
del mondo atomico e subatomico anticipando di oltre mezzo
secolo il ruolo degli acceleratori di particelle. Si tratta del tubo
catodico, costituito da un tubo di vetro con vuoto interno
all’estremita del quale erano posizionati due elettrodi
sottoposti ad una elevata differenza di tensione elettrica.

U Nel 1897 il fisico britannico J.J. Thomson, che aveva gia
dimostrato i raggi catodici consistere in un flusso di cariche
negative che chiamo ‘elettroni’ in movimento tra catodo
ed anodo, misuro il rapporto e/m che risulto circa 1000
volte piu grande di quello misurato da Faraday per lo ione
idrogeno.

QO Intorno al 1890 furono scoperti i raggi anodici (raggi
canale) assai piu complessi da interpretare di quelli
catodici. Studiati a fondo da J.J. Thomson e da altri, fu
chiaro che si trattava di un flusso di cariche positive in
moto tra anodo e catodo. Rivestendo I’'anodo con un
composto a base di idrogeno diventava possibile misurare
il rapporto e/m per lo ione idrogeno che risulto circa 1840
volte piu grande di quello dell’elettrone.

U Segui nel 1905 il noto esperimento di R. Millikan che per la
prima volta misuro¢ il valore della carica dell’elettrone e rese
possibile la estrazione del valore della sua massa. Ci si rese
allora conto che lelettrone & una particella leggerissima
che contribuisce in modo praticamente trascurabile al
bilancio della massa della materia.
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La scoperta di raggi e radiazioni (1895-1910)

A questi punti fermi si aggiunsero tuttavia una serie di
scoperte, favorite soprattutto dall’'uso oramai esteso dei tubi
catodici in condizioni di vuoto spinto (alla fine dell’800 si
poteva gia raggiungere valori di 108 atm) , che, almeno
inizialmente, complicarono notevolmente il quadro
sperimentale: si trattava di luminescenze ed altri strani effetti
che condussero alla identificazione di radiazioni o raggi di
varia natura.

U Nel 1895 W. Roentgen scopre che il tubo catodico emette
una radiazione dovuta all’urto dei raggi catodici con
’anodo e con il vetro che egli chiamd radiazione X, una
radiazione molto penetrante (inviod in tutta Europa una
radiografia della mano della moglie) insensibile ai campi
elettrici e magnetici e dunque neutra e non classificabile
come particellare, ma che non si rifletteva ne rifrangeva, e
dunque non classificabile come radiazione.

U Nel 1897 A.H. Becquerel, studiando il fenomeno della
fluorescenza nei sali di uranio (un cimelio lasciatogli dal
padre), scopri che questi emettevano una intensa
‘radiazione’ anche in assenza di luce solare (interazione
debole?). Era la prima evidenza sperimentale del
fenomeno della radioattivita manifestazione della
interazione debole. Negli anni immediatamente seguenti,
lo straordinario lavoro sperimentale dei coniugi Marie e
Pierre Curie, rese possibile la identificazione di altri
elementi molto piu attivi dell’uranio, il polonio circa 400

volte ed il radio circa 100.000 volte! Nel 1899 E. Rutherford
scopri che i raggi della radioattivita non erano omogenei
bensi costituiti da due componenti cariche: una poco
penetrante, che chiam0 radiazione alfa, ed una
penetrante, che chiamo0 radiazione beta. Nel 1900 P.
Villard, collaboratore dei coniugi Curie, individua nei raggi
della radioattivita una terza componente neutra molto
penetrante che Rutherford propose di chiamare
radiazione gamma.

U Agli inizi del ‘9oo si comincia a studiare un fenomeno gia
notato da Coulomb che osservava come I’oscilloscopio
tendesse inevitabilmente a scaricarsi. Nel 1912 V.F. Hesse e
D. Pacini dimostrarono che questo fatto era dovuto ad una
radiazione extraterrestre molto penetrante che Millikan
chiamera poi radiazione cosmica.
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Rutherford: raggi e radiazioni per sondare I’atomo (1910-1920)

Ci volle quasi un ventennio d’anni per chiarire parzialmente
questo quadro.

Il problema dei raggi X era costituito dal fatto che esibivano
soprattutto proprieta corpuscolari ma in certi contesti anche
ondulatorie ponendo anzitempo il dualismo onda-corpuscolo
che solo la meccanica quantica sapra interpretare.

| raggi della radioattivita invece risultavano costituiti da
almeno tre diverse componenti denominate alfa, beta e
gamma inoltre, lo stesso fenomeno, sembrava violare la legge
della conservazione della energia: nel 1903 P. Curie dimostra
che 1 g di radio pud fare bollire 1.3 g di acqua in un’ora e
questo per un tempo praticamente illimitato. Nessuna
reazione chimica puo fare altrettanto!

La radiazione cosmica mostrod da subito di essere un fenomeno
complesso tuttavia, fu proprio lo studio della radiazione
cosmica che riveld le prime particelle extramateriali cioé non
direttamente coinvolte nella struttura della materia (si capira
poi che si tratta di particelle di altissima energia, fino ed oltre
109 eV!, che producono un articolato sciame di particelle
nell’urto con I'atmosfera. Per quanto riguarda I'origine, gia
Fermi, nel 1940, ipotizzO che si trattasse di particelle
accelerate nei resti delle supernove. Notevoli progressi si sono
compiuti negli ultimi anni con le osservazioni del Very Large
Telescope, una rete di telescopi nell’emisfero australe).

U Nel 1912 M. Von Laue e Bragg padre e figlio dimostrano le
proprieta ondulatorie dei raggi X (diffrazione nei cristalli)
convincendo la comunita scientifica della loro natura

elettromagnetica nonostante le evidenti proprieta
corpuscolari (il lavoro di Einstein sull’effetto fotoelettrico
ed il concetto di fotone da lui introdotto furono
determinanti). Nello stesso tempo fu accettata I'idea che
anche i raggi gamma fossero dello stesso tipo di quelli X
fatta salva la lunghezza d’onda 100-1000 volte pit piccola.

Q 1l problema dei raggi della radioattivita fu invece risolto
quasi interamente da E. Rutherford attraverso la misura non
facile dei rapporti e/m. In questo modo, nel 1908 dimostro
che la radiazione alfa era costituita da atomi di elio privati
degli elettroni mentre la radiazione beta era costituita dai
ben noti elettroni.

Chiarita la natura della radiazione alfa, beta, gamma ed X,
Rutherford intui che tali radiazioni potevano essere utilizzate
come sonde per studiare la struttura dell’atomo pervenendo in
questo modo a quella logica sperimentale su cu si fondera
I’attivita di ricerca dei successivi acceleratori di particelle.

U Tra il 1917 ed il 1920 Rutherford completdo i famosi
esperimenti che rivelarono I'architettura atomica: un nucleo
atomico compattissimo con la quasi totalita della massa
composto di nuclei d’idrogeno che chiamd protoni
(interazione forte?), Iipotesi che dovesse esistere una
particella di uguale massa ma neutra (il futuro neutrone ma
che egli pensava come uno stato legato elettrone-protone
e non come una nuova particella), elettroni leggeri orbitanti
e dunque una struttura in cui prevaleva il vuoto.
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Il mondo subnucleare: la scoperta delle prime particelle extramateriali (1930-1939)

Si era cosi compiuta una prima grande sintesi sperimentale che
aveva individuato tutti i componenti della materia ordinaria: gl
elettroni i protoni ed i futuri neutroni interagenti attraverso la forza
elettromagnetica che, in determinati contesti, poteva manifestarsi
sotto forma di raggi X e Gamma. Questo quadro era considerato
assolutamente soddisfacente per cui fu con estrema riluttanza che
a partire dal decennio successivo si accettarono le prime particelle
‘extramateriali’ osservate soprattutto nei raggi cosmici.

U Nel 1929 Dirac, nel tentativo di interpretare la sua equazione
relativistica dell’elettrone, ipotizza Iesistenza del positrone,
inizialmente identificato con il protone ma poi pensato come
nuova particella.

U Nel 1930 W. Pauli, nel tentativo di spiegare alcune anomalie nello
spin nucleare ma soprattutto lo spettro energetico continuo
degli elettroni emergenti dal decadimento radioattivo di certi
nuclei (decadimento beta) ipotizzd I'esistenza di una particella
neutra di massa piccolissima o nulla, il neutrino (I'unica
alternativa era quella di rinunciare alla conservazione della
energia come erano peraltro disposti a fare Dirac e Bohr ad
esempio).

U Nel 1932 C. Anderson scopre il positrone nei raggi cosmici e J.
Chadwick il neutrone.

U Nel 1933 E. Fermi pubblica la prima teoria delle interazioni deboli
fondata sulla esistenza del neutrino. In questo lavoro le particelle
si creano e si distruggono nel corso del processo dovuto
all’interazione (il neutrino ad esempio non & pensato come un
costituente del nucleo o dell’atomo, come Pauli suggeriva, ma
come una particella creata nel corso del processo di
decadimento).

U Nel 1935 H. Yukawa formula la prima teoria delle interazioni forti

secondo la quale l'interazione e dovuta allo scambio di particelle
cariche e neutre di circa 140 MeV di massa.

U Nel 1937 C. Anderson e S. Neddermeyer utilizzando rivelatori su
palloni sonda scoprono nei raggi cosmici I’elettrone pesante o
muone, una particella inizialmente scambiata con quella predetta
da Yukawa.

L’evidenza sperimentale di particelle non appartenenti alla
architettura dell’atomo introdusse gradatamente I'idea che la fisica
delle particelle dovesse spingersi ben oltre la struttura della materia,
anzi, che questa non fosse altro che una delle manifestazioni di una
classe di fenomeni molto piu ampia. In effetti il successivo sviluppo
di questa disciplina confermera che I'oggetto della fisica delle
particelle € in realta il cosmo.

Intanto si andavano preparando gli strumenti che determineranno
'impetuoso sviluppo della fisica delle particelle a partire
dall’immediato dopoguerra.

Il primo e forse pil rilevante pud essere considerato una naturale
evoluzione delle tecniche sperimentali impiegate da Rutherford che
avevano, tra le altre cose, rivelato I’efficacia delle particelle cariche
nella indagine delle strutture del mondo atomico e subatomico. Una
efficacia perd che richiedeva energie via via crescenti: nel 1927, in un
discorso alla Royal Society della quale era presidente, sottolineo la
necessita di atomi ed elettroni di energia molto piti elevata di quella
fornita dai processi naturali di decadimento. Cosi nel 1930, J.
Cockcroft e E. Walton costruirono una specie di tubo catodico ad alta
tensione capace di raggiungere gli 800 keV e nel 1932 realizzarono la
prima disintegrazione nucleare artificiale scindendo il nucleo di litio
in due particelle alfa con un fascio di protoni. Negli stessi anni L.
Szilard intui che una traiettoria circolare avrebbe permesso di
raggiungere energie piu elevate e nel 1930 E. Lawrence (e studenti)
costruirono il primo ciclotrone di 80 KeV di energia, nel 1932 una
seconda macchina da 1 MeV ed alla fine degli anni 30 si raggiunsero i
25 MeV.
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La nascita della moderna fisica delle particelle (1945-?)

L’Europa usci a pezzi dal secondo conflitto mondiale: dei
55.000.000 milioni di morti, 40.000.000 erano europei, la
maggior parte delle distruzioni materiali avvennero in
Europa, a causa delle persecuzioni razziali migliaia di
scienziati di ogni disciplina fuggirono. L’Europa perse il
primato politico, economico e culturale.

Al contrario gli stati uniti ne uscirono rafforzati. Non
subirono perdite umane e materiali di rilievo ed in piu
accolsero il meglio della scienza Europea che, contribuendo
in modo decisivo alle grandi imprese tecniche della guerra
(radar, bomba atomica, primi computer), assicurd agli
scienziati, ed in particolari ai fisici, quello status particolare
che garanti loro, dalimmediato dopoguerra in avanti,
finanziamenti ingenti e costanti.

Questa situazione generale fu determinante anche per lo
sviluppo della fisica delle particelle. Gli stati uniti puntarono a
costruire macchine acceleratrici sempre piu grandi e costose
mentre I'europa e, soprattutto, I'italia si affidarono ai raggi
cosmici che avevano il grande merito di essere gratuiti.

Negli stati uniti la ricerca in fisica delle particelle assunse i
caratteri di una impresa industriale dove gli aspetti
organizzativi, finanziari, di immagine etc. etc. andavano ad
aggiungersi a quelli eminentemente scientifici. Inizio la ‘big
science’, un modello di sviluppo della ricerca che in seguito,
con il miglioramento delle condizioni finanziarie, si diffuse
anche in Europa.

Colui che anticipd e poi, nellimmediato dopoguerra,
contribui in modo decisivo ad imporre questo modello di

ricerca nella fisica delle particelle fu E.O. Lawrence, inventore
del ciclotrone (brevettato nel 1934) e fondatore del
Radiation Laboratory di Berkeley. Il primo ciclotrone,
costruito nel 1932, aveva un diametro di pochi centimetri. Il
Bevatron, costruito nel 1954 e con il quale E. Segre scopri
’antiprotone, aveva un diametro di oltre 40 m, conteneva
9.500 tonnellate di ferro, 370 Km di cavi, e costava 9.5
milioni di dollari! Lo staff permanente dei laboratori da
poche decine divenne, nel dopoguerra, di molte centinaia.
Oggi il Cern ha uno staff di 2500 persone e riceve
finanziamenti diretti per circa 9oo milioni di Euro I’anno (dati
2009).

LRaggi cosmici, emulsioni e camere a nebbia.
Nonostante i grandi investimenti nelle macchine acce-
leratrici, nel decennio successivo la fine della guerra i
progressi piu significativi in fisica delle particelle furono
conseguiti per mezzo dei raggi cosmici e con semplici
dispositivi di rivelazione. Tra questi i piu rilevanti furono
’emulsione fotografica (scoperte da Kinoshita negli anni
‘30, erano Inizialmente semplici lastre fotografiche capaci
di vedere le sole particelle alfa. Dopo la guerra furono
perfezionate e divennero capaci di rivelare anche gli
elettroni) e la camera a nebbia (inventata nel 1911 da C.
Wilson & una camera contenete gas soprasaturo, anche
semplice vapore d’acqua, che condensa sugli ioni prodotti
dal passaggio delle particelle).
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La scoperta del pione carico
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Emulsione fotografica, esposizione in quota (Pic du Midi, 2800m, Monte Bianco Francia)
Occhialini, Powell, Lattes 1947.
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La scoperta del kaone neutro
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Camera a nebbia - G.D. Rochester, C.C. Butler 1947.
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La scoperta dell’antiprotone
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Emulsione fotografica — Bevatron, E. Segré 1955.
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(JAcceleratori e Camere a Bolle

Nel 1948 presso i Radiation Laboratory di Berkeley, presso il
ciclotrone da 184 pollici (4.7 m di diametro e 100 MeV di
energia), vengono prodotti i primi pioni artificiali scoperti
’anno prima da Occhialini, Powell e Lattes. Da questo
momento macchine acceleratici sempre piu  grandi
cominceranno a produrre particelle subnucleari in fasci di
qualita ed intensita sempre crescenti da inviare su qualunque
tipo di bersagli. | raggi cosmici non potranno piu competere!

Un secondo progresso decisivo fu compiuto negli apparati di
rivelazione delle particelle con I'invenzione della camera a
bolle. Nel 1952, D.A. Glaser ebbe I'idea di sostituire il gas
soprasaturo di una camera a nebbia con un liquido
surriscaldato. Abbassando bruscamente la pressione
accadeva che si formassero piccole bolle di vapore in
corrispondenza degli ioni liberati dal passaggio delle
particelle. Negli anni immediatamente seguenti L. Alvarez
sviluppo su vasta scala la tecnica della camera a bolle che si
impose in tutti laboratori di fisica delle particelle per quasi 30
anni. Anche qui le dimensioni  aumentarono
progressivamente: le prime camere a bolle contenevano
poche decine di litri di liquido mentre una delle ultime,
Gargamelle presso il CERN operativa fino al 1979, era un
cilindro di 5x2m e conteneva 12.000 litri di liquido.

Un terzo aspetto decisivo fu il progresso della elettronica e
dei calcolatori resero possibile ’esame via via automatizzato
di numeri sempre pit imponenti di immagini.

L’organizzazione oramai di scala industriale della ricerca
sperimentale produsse un diluvio di nuove particelle ad
interazione forte dette adroni, soprattutto instabili, che
piovvero a decine e poi a centinaia impegnando i fisici

sperimentali e teorici in un complesso lavoro di analisi e
classificazione. Il fenomeno della ‘proliferazione degli adroni’
fu imponente e sconcertante che e fu solo con il progresso
del quadro teorico che si comprese il significato.

In mezzo al mare di adroni (tratteremo pil in dettaglio
questo aspetto nelle prossime lezioni) si trovarono anche
due leptoni.

* 1956: osservato il neutrino elettronico, F. Reines e C.
Cowan (LOS ALAMOS, USA).

* 1962: osservato il neutrino mu, L. Lederman, Schwartz e J.
Steinberger (BNL, USA).

Q1 quark ed il periodo recente

Premesso che chiariremo nelle lezioni seguenti questi
concetti, ’'avvento del modello a quark da parte di M. Gell-
Mann e G. Zweig nel 1964 fu essenziale perché forni un
quadro concettuale all’interno del quale collocare il
fenomeno della proliferazione degli adroni. Questi venivano
interpretati come stati legati di particelle presumibilmente
elementari, dette quark, di tre diversi tipi: ‘up’, ‘down’ e

‘strange’.

In questo modo si chiari che Iobiettivo della fisica delle
particelle doveva essere quello di sondare la sottostante
struttura a quark degli adroni piuttosto che accumulare una
vasta sistematica sugli stati risonanti.

Negli anni immediatamente seguenti si posero le basi

teoriche e buona parte della basi sperimentali del futuro
Modello Standard.
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Le date piu significative sono le seguenti

* 1969: osservati i partoni (quark e gluoni) all’interno degli
adroni, (SLAC, USA).

* 1974: scoperto il mesone J/Y che dimostro I'esistenza di
un quarto quark detto quark Charm, B. Richter (SLAC,
USA) e S. Ting (BNL, USA).

* 1975: scoperto il leptone Tau , M. Perl (SLAC, USA).

* 1977: scoperto il mesone Upsilon che dimostrd 'esistenza
di un quinto quark detto quark Bottom, L. Lederman
(FERMILAB, USA).

* 1979: osservazione indiretta dei gluoni in eventi a tre jet,
(DESY, Amburgo, Europa).

* 1983: scoperti i bosoni W e Z, C. Rubbia, S. van Der Meer
(CERN, Ginevra, Europa).

* 1995: scoperto il sesto quark detto quark Top,
(FERMILAB, USA).

* 2000: osservazione del neutrino Tau, (FERMILAB, USA).
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Uno sguardo al Modello Standard

I modello standard (MS) rappresenta una sintesi delle conoscenze
accumulate fino ad oggi per quanto riguarda le particelle materiali
fondamentali e le loro interazioni. Esso comprende

U particelle materiali

assunte come puntiformi o elementari formata da

e una famiglia di 12 particelle materiali di spin s=1/2/ (fermioni)
suddivisa in due sottofamiglie di 6 particelle ciascuno: i leptoni piu
leggeri (leptos=leggero), ed i quarks pil pesanti (nome di fantasia
proposto da M.Gell-Mann e tratto da Joyce).

* Leptoni e quarks suddivisi sulla base delle interazioni (solo i secondi
sonno soggetti alla int.forte) non delle masse che sono distribuite su
11 ordini di grandezza !

* Cariche elettriche neutre o intere (leptoni) e frazionarie (quarks).

Perlopil instabili: elettrone stabile, muone (instabile: 1=2.2%10%s); q=2/3 e

tau (instabile: T=2.9%1073s); neutrini privi di carica e soggetti alla sola
interazione debole (oltre che gravitazionale) e forse dotati di piccola
massa.

* come previsto dalla teoria dei campi, questa famiglia deve essere
replicata in una seconda famiglia di 12 antiparticelle di uguale massa,
spin e numeri quantici interni opposti ;

* come richiesto dalla teoria delle interazioni forti (cui sono soggetti i
quark ma non i leptoni) i quarks devono esistere in tre diverse cariche
di colore.

Tenuto conto di queste precisazioni il numero complessivo di particelle
materiali previste dal modello standard vale

leptoni

| generazione

Il generazione

spin=%h
7
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; quarks ;
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6(leptoni)x2 + [6(quark)x2]x3=48
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U Particelle associate ai campi di forza
Famiglia di 16 particelle di spin s=0 e 1/ (bosoni) sia carichi che neutri, sia massivi che non, associati essenzialmente ai campi di forza delle tre
interazioni naturali note: le interazioni debole, elettromagnetica e forte ('interazione gravitazionale, pure associata ad un bosone di spin s=2#,
non fa parte di cio che solitamente viene inteso come MS).

* |. Gravitazionale. La teoria macroscopica & la relativita

graVItone spin=2h generale. Nell’ambito delle QFT, la teoria quantistica della
gravitazione risulta non rinormalizzabile. 1 quanti del campo
avrebbero spin s=2/, m=0 in accordo con il raggio d’interazione r=co
Gravitazione (G) g=0m= ma non sono mai stati osservati. Diversamente dalle altre
0 interazione definisce lo sfondo dei fenomeni fisici.

e |. Elettrodebole. Esiste una teoria quantistica unificata della

. J° . interazione debole ed elettromagnetica, la Teoria Elettrodebole
bosonl dl 83 Uge spin=1h sviluppata nel corso degli anni ‘6ogda S. Glashow, S. Weinberg e A.
Salam.
( W +W _ZO \ q=+e, -¢0 La forza, dovuta alla carica elettrica ordinaria ed alla carica isotopica
m=80-90 GeV debole, consta di 4 campi differenti di spin s=14, due carichi e due
Elettrodebole neutri. Il campo di Higgs (i cui quanti sono le particelle di Higgs
ancora non trovate) rende massivi tre dei quattro campi detti W+,W-
y q=0 m= e Zo (80-90 GeV). Viene allora soppressa 'intensita della interazione
0 che acquisisce un raggio d’azione finito rfio®m. Il quarto campo,
neutro (y), rimane non massivo e raggio d’azione r=co. Si originano
_ _ cosi interazioni deboli ed elettromagnetiche apparentemente assai
Forte g1 "'g8 / g—O m= diverse.
* |. Forte. Esiste una teoria quantistica della interazione forte, la

Cromodinamica Quantistica sviluppata nel corso degli anni ’60-'70
da M.Gell-Mann, D.Gross, F. Wilczek.

b050n| dl h |gg5 spin=0 La forza & dovuta alla carica di colore, che ha 3 differenti specie, e
_ che da origine a campi i cui quanti sono detti gluoni di spin s=1/,

+43 401 01— 0 g=+e,-e,0 massa m=0 e possiedono 8 diverse cariche di colore. Non esistono

H H H H m> 79-114 GeV prove analitiche ma si ritiene che la carica di colore dei gluoni sia

responsabile del fenomeno sperimentalmente osservato del

confinamento dei quark e della formazione di adroni virtuali massivi
che rendono l'interazione a raggio d’azione finito con r40"m.
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U Le particelle materiali del MS sono puntiformi

ovvero si assumono prive di struttura o elementari. Nel quadro
della teoria quantistica dei campi (QFT) questo significa che si
assume siano correttamente descritte dalla equazione di
Dirac(valida per particelle puntiformi di spin s=1/2h) con le
correzioni apportate dalle interazioni cui le particelle materiali sono
soggette (secondo la QFT le interazioni modificano i parametri
fondamentali delle particelle).

Dato che i leptoni sono soggetti alle sole interazioni gravitazionali e
deboli (contributi trascurabili) ed elettromagnetiche, si assume che
i leptoni puntiformi siano correttamente descritti dalla equazione di
Dirac con le correzioni apportate dalla sola elettrodinamica

quantistica.

Poiché un parametro misurabile sperimentalmente con grande
precisione & il momento magnetico della particella, nel caso dei
leptoni il confronto tra il suo valore sperimentale e quello calcolato
con I’elettrodinamica quantistica fornisce un criterio quantitativo
per stabilire I’eventuale elementarita di una particella.

Secondo la teoria di Diracuna particella elementare di spin s=1/2 i
possiede un momento di dipolo magnetico dato dalla formula

Ha=g(en/2m)s g=2
dove S ¢ lo spin e g il rapporto giromagnetico.

Tenendo conto delle correzioni elettrodinamiche (fluttuazioni e
polarizzazioni che insorgono dal vuoto), il valore del rapporto
giromagnetico viene spostato di una quantita a molto piccola
calcolabile teoricamente con grande precisione

g=201+0a)

Gli specialisti, piuttosto che ragionare sul momento magnetico, per
stabilire la puntiformita di una particella  si confrontano

. . . . -2
direttamente con la correzione al rapporto giromaticox= gT .

g-2/2

Esp

115965218279(771)

X10'14

Teo

115965218073(28)

X10'14

Esp

1165592089(63)

xlo—ll

Teo

1165591834(49)

xlo—ll

Esp

-0.052 - 0.013

Teo

117721(5)

x108

g

Esp

2.792847356(23)

Esp

-1.91304273(45)
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Nel quadro generale della teoria quantistica dei
campi il modello standard e sostanzialmente la
teoria delle forze deboli-elettromagnetiche e forti
di 12 (forse meglio dire 48) particelle materiali
assunte come puntiformi (come vedremo, nel
caso dei leptoni non si tratta di una assunzione
ma di un dato con un fondamento empirico
diretto. Nel caso dei quark questa e invece una
assunzione che rimane vera fino ad una
controprova a posteriori). E’ una teoria che
comprende quasi tutta la fisica fondamentale
(non & compresa la gravitazione) e che si
propone di spiegare una classe di fenomeni
immensa. Non deve sorprendere quindi che sia
piuttosto cospicuo il numero di parametri liberi
che € necessario immettere nella teoria per
renderla preditiva. Questi sono

* 12 masse delle particelle materiali,
considerando anche quelle dei 3 neutrini le
quali, come suggerito dal fenomeno della
oscillazione, sono non nulle;

* 8 parametri per la definizione delle rispettive
interazioni.

b

Una volta fissati questi parametri il MS ¢
sostanzialmente in grado di spiegare tutta
I’immensa mole di dati raccolti in oltre 60 anni di
esperimenti sulle macchine acceleratrici. Bisogna
pero tenere conto che nell’ultimo decennio dati
ed indicazioni sempre piu importanti e stringenti,

che interessano il campo della fisica delle
particelle, provengono dalla  cosmologia
osservativa. Gia oggi questa indica che &

probabile che nel futuro prossimo emergano
sostanziali incompletezze del MS in relazione
soprattutto ai due grandi problemi della materia
oscura e della energia oscura che contribuiscono
rispettivamente con il 23% e il 72% alla densita di
massa ed energia del cosmo osservabile per un
totale del 95% essendo solo del 5% il contributo
della materia ordinaria.
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Unita di misura in fisica delle particelle

Il Sistema Internazionale, fondato sulle unita di misura meccaniche [metro (m), secondo (s), kilogrammo (Kg)],
elettromagnetiche [Ampere (A)], termodinamiche [Kelvin (K)] etc. etc. non é adatto per la descrizione delle grandezze fisiche
subatomiche [raggio nucleare [ho' m; vita media muone 2.2x10%s; massa elettrone 9.1x103'kg; ...]. Come si costruisce un
sistema di unita di misura piu adeguato? Sono necessarie alcune premesse.

] Le unita di misura fondamentali e derivate

La scelta del campione di unita di misura &, in linea di principio, assolutamente arbitraria anche se col tempo si e capito che e
bene attenersi ad alcune semplici regole pienamente recepite dai moderni sistemi di unita di misura:

i) P'unita deve essere connessa ad un fenomeno naturale che riteniamo stabile ed invariabile nel tempo piuttosto che ad un
oggetto e manufatto particolare (questo potrebbe deteriorarsi o modificare le sue proprieta con il tempo);

ii) Punita deve essere riproducibile in laboratorio con una relativa facilita (... é& lavoro da professionisti quali sono i metrologi !);

iii) le unita non devono essere ridondanti e devono costituire un sistema di grandezze fisiche irriducibili dette fondamentali
dalle quali derivare tutte le altre che invece vengono dette derivate:

Meccanica metro (m), secondo (s), kilogrammo (Kg)

Termodinamica grado Kelvin (K);

Teoria della gravitazione nessuna unita di misura (a causa della rigorosa
proporzionalita tra massa inerziale e gravitazionale);

Teoria elettromagnetica ampere (A)

Teoria della relativita nessuna unita di misura

Meccanica Quantistica nessuna unita di misura
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U Le costanti fisiche di rango universale e locale

Accanto alle grandezze fisiche fondamentali ogni area della fisica introduce anche specifiche costanti fisiche sia
dimensionali che adimensionali (il cui valore numerico rispettivamente dipende e non dipende dalla scelta delle unita di
misura. Le costanti adimensionali assai spesso sono il sintomo di incompletezze nella teoria sottostante). Tali costanti
possono riferirsi a classi di fenomeni interni alla area stessa (costanti di rango locale) oppure essere di validita generale
(costanti di rango universale):

Meccanica nessuna costante caratteristica

Termodinamica costante di Boltzmannk, numero di Avogadro N, ...

Teoria della gravitazione costante di gravitazione G

Teoria elettromagnetica E,e H,oppure gec=1 V. & o

Teoria della relativita eleva ¢ a costante dello spazio-tempo di rango
universale

Meccanica Quantistica eleva h (h)a costante dei fenomeni microscopici di

rango universale

Q1 sistemi di unita di misura naturali

Premesso che stabilire ’'appartenenza di una costante ad uno dei due gruppi non & sempre semplice (molti sono i casi di
costanti passate da un gruppo all’altro: ad esempio la velocita della luce), la constatazione che in fisica esistono costanti di
rango universale e costanti di rango locale suggeri a Plank di costruire un sistema di unita di misura dove le costanti fisiche
universali vengono assunte come grandezze fisiche fondamentali di valore unitario e spesso adimensionale. E’ evidente che
questo modo di procedere comporta che una ridefinizione di tutte le grandezze fisiche di una teoria ed in particolare di
quelle - come la lunghezza, il tempo, la massa - che solitamente vengono assunte come fondamentali. Un sistema di unita
di misura con queste proprieta prende il nome di sistema di unita di misura naturali.
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Q1 sistema naturale della Fisica delle Particelle

Dato che la teoria della relativita ristretta e la meccanica quantistica forniscono il quadro concettuale all’interno del quale
devono collocarsi tutte le teorie fisiche le costanti universalih e ¢ costituiscono una coppia di grandezze fisiche
fondamentali.Poiché relativita e meccanica quantistica sono fondate sulle tre dimensioni fondamentali L, T ed M, occorre
scegliere una terza grandezza fondamentale.

Il particolare ruolo giocato in fisica delle particelle dalle macchine acceleratrici il cui parametro piu significativo & I’energia,
suggerisce di assumere come terza grandezza fondamentale I'energia Emisurata in elettronvolt (1 eVe I’energia cinetica
acquisita da un elettrone accelerato da una differenza di potenziale di un volt: E_,=eV dacuileV = 1.602 x 10719).

Definito il Sistema Naturale della Fisica delle Particelle possiamo facilmente calcolare il valore delle unita di di misura
fondamentali del Sistema internazionale. Dalle equazioni dimensionali

c=L/T h=ET E=E=McC’
(si noti che con le lettere minuscole indichiamo le grandezze fondamentali del sistema naturale della fisica delle particelle e
con le maiuscole quelle del sistema internazionale) si ottiene

hcle=L hle=T gl =M

tenendo presente i seguenti valori delle costanti e della unita di energia nel Sistema Internazionale

h=1.05%x10*J3 ¢=2.99%x10°m/s 1eV =1.60%10 ? J hic=3.14%x107°J N
otteniamo

3.14%10°° J n B} 1.05%x10*J 3 6
1(hicleV) = =1.96%X10'm 1(hlev) = =6.56%X10 "5
(hefev) 1.60%10 "7 J 2 (h]ev) 1.60%10° "7 J °

.60%10™"? _
i(ev/ct) =~ —179x107Kg
(2.99%10°m|s)

comprenderemo che i fisica delle particelle scala appropriata per le energie & quella dei MeV e dei GeV.
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U Intensita relativa delle quattro interazioni naturali

Per effettuare questo confronto € necessario tenere conto che l'intensita delle interazione tra due particelle dipende in
generale da una costante (G, &,, ..., dipendente dal sistema di unita di misura adottato), da grandezze intrinseche (massa,
carica elettrica,...) e da grandezze cinematiche (la distanza delle particelle nel caso statico). Mentre la costante é fissata
dalla I'interazione, le grandezze intrinseche e cinematiche sono arbitrarie e devono essere fissate nello stesso modo per tutte
le interazioni che si vogliono confrontare. Assicurata questa condizione si pud esprimere I'intensita delle interazioni in una
qualche scala dimensionale oppure, scelta una intensita di riferimento, in una scala adimensionale.

Per fissare allo stesso modo le quantita arbitrarie possiamo seguire un procedimento simile a quello che ci ha condotti alla
definizione del sistema delle unita di misura naturali. | fenomeni che caratterizzano le particelle elementari sono al tempo
stesso relativistici e quantistici e come tali descritti dalle costanti fondamentali c e /. La costante c fissa il rapporto tra le
lunghezze ed i tempi caratteristici dei processi tra particelle mentre la costante h, attraverso il principio di
indeterminazione, fissa il prodotto tra le energie ed i tempi caratteristici. In questo modo, la scelta della energia fissa
lunghezze, tempi e masse, ed in generale, tutte le grandezze fisiche caratteristiche del processo in esame

1) h~ED c=L/T E=Mc> - L~hc/E T~hJ|E M~E/c’

Giungiamo allora alla conclusione che i processi tra particelle sono tali per cui, fissato il valore caratteristico della energia del
processo (scala energetica) risulta allora fissato anche il valore caratteristico delle lunghezze, dei tempi, delle masse e, con
esse, di tutte le grandezze fisiche.

Fatte queste premesse, possiamo costruire una forza di riferimento per mezzo di considerazioni dimensionali
E_E _FE
L #AclE hc

facendo poi il rapporto tra la forza in esame e questa forza di riferimento possiamo ottenere una scala adimensionale delle
interazioni naturali che assume un valore definito una volta si precisata la scala energetica.

2) F Rif
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U Interazione di Gravita
La forza statica tra due masse uguali € data dalla ben nota legge di gravitazione la quale, tenendo conto delle 1) , fornisce
2 2\2 4
3) Foe M (EIC) _GE
Grav N ;2 N 2 2 6
L (hc/E)* R’c
Ora eseguendo il rapporto con la 2) otteniamo una stima della I'intensita della interazione gravitazionale in una scala
adimensionale

a —_ FGrav —_ GE4 E 4) a = GEZ
Grav FRif hzc6 Ez Grav h c5

Winterazione Elettromagnetica

La forza statica tra due cariche uguali (il cui valore tipico in fisica delle particelle vale e) ¢ data dalla ben nota legge di
Coulomb la quale, tenendo conto delle 1), fornisce

2 2

_ e 1_e 1 _(e’/4®,)E’
47E, *  47E, (hc[|E) n’c’

Ora eseguendo il rapporto con la 2) otteniamo un numero adimensionale, noto con il nome di costante di struttura fina,
che esprime I’intensita della forza elettrica

5) FElettr

— FElettr — (e2 /4'7E‘0)E2 E
Elettr FRif hzcz Ez

_ (e’ /47,
6) aElettr_(h—c)
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W Interazione Debole
In questo caso non disponiamo di una espressione della forza statica ma sappiamo che i processi deboli sono governati
dalla Costante di Fermi Gg=1.46 102 m3. Si pud ottenere una stima adimensionale della intensita della interazione
debole confrontando la costante di Fermi con le scale caratteristiche della energie e delle lunghezze E ed L

G E’
h3c3

G, G,
a b = =
*® EL> E(hc|E)?

7) aDeb =

U Interazione forte
Possiamo valutare l'intensita della interazione forte partendo da due sue proprieta note: gli ordini di grandezza del
raggio della interazione L, =10"m e della massa di un suo tipico stato legato M,=1.7 x10-7 Kg (il protone). Per ottenere poi
una stima della intensita della interazione in una scala adimensionale possiamo confrontare queste grandezze con le
corrispondenti scale caratteristiche delle lunghezze e delle masse L ed M

_M, _ M, _/\/lOC2 _L,_ L, _LE , _ /\/IOC2 L,E_M,L,c
aForte - - 5> aForte - T - a Forte — -
M E/c E L #Acl/E hc E hc h
da cui
ML c
8) a Forte = OhO
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Le stime della intensita delle interazioni in una scala adimensionale dipendono dalla scala energetica E. Tale scala & stata in
realta fissata nel caso delle interazioni forti al valore della la massa del protone per cui assumeremo in tutti i casi E=M,c2.

Otteniamo allora i seguenti valori numerici

> -n -27\2
_GE? _GM; _6,67%10 x(1.67%1077) -
Grav — h C5 hc 1.05)(10—34 XBX108
_GFEZ :GF MOZC:1.46)(10_62x(1.67x10—27)2x3><108 s
e = h3c3 #3 (1.05%1074)?
g =(€14%) (1.60%107)’ _ .
Elettr fic 477%8.85%10 ™™ X1.05% 107 x3x108 137.036 ~7.3%10

a. = /M 1.67%10 7 x10™® x3x10°
Forte — = ~2
h 1.05%10 "

i quali mostrano che in una scala adimensionale dove Pintensita delle interazioni forti & [/1, Pintensita della interazione
elettromagnetica & [10?, I'interazione debole /107 e Pinterazione gravitazionale /10738,
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Alcuni richiami
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Il concetto di particella in fisica delle particelle

Nella Meccanica Quantistica ordinaria o classica il concetto centrale & quello di funzione d’onda Y (7, t)che si assume
contenga tutte le informazioni dinamiche del sistema fisico. La funzione d’onda ha una evoluzione temporale perfettamente
deterministica governata dalla equazione di Schrodinger

Nl O
Hw(rrt) =in atw(rrt)

Il significato fisico della funzione d’onda fu individuato da M. Born il quale propose che il modulo quadrato della funzione
d’onda (funzione a valori complessi) rappresentasse la densita di probabilita di localizzazione spaziale della particella

materiale per cui
Y(r,t) w(r,t)dv =|g(r,t)| dv

rappresenta la probabilita di misurare la particella nel volume elementare dV centrato sulla posizione 7.

L’interpretazione probabilistica proposta da Born richiede che 'integrale della funzione d’onda sul volume che con certezza
racchiude la particella assuma valore unitario

o 0w 0dv =1

Tale condizione, detta di normalizzazione, comporta che la particella materiale possa solo spostarsi nello spazio ma non
trasformarsi in qualcosa d’altro. Il formalismo della meccanica quantistica classica, quindi, non é adatto per la descrizione di
processi dove il numero delle particelle é variabile.

Come abbiamo gia intuito i processi in fisica delle particelle sono processi nei quali il numero e la natura delle particelle
cambia (si pensi ad uno qualunque dei decadimenti citati) ma la difficolta maggiore risiede nel fatto che essendo tali
processi al tempo stesso relativistici e quantomeccanici & il concetto di particella singola che diventa problematico.
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Per vederlo richiamiamo il principio di indeterminazione per la energia

AE At~ h

il quale afferma che piu breve & il processo di misura piu imprecisa & la determinazione della energia del sistema o,
equivalentemente, che su intervalli temporali via via piu brevi il sistema é soggetto a fluttuazioni in energia via via pii ampie.
D’altra parte la teoria della relativita ristretta stabilisce la completa interconvertibilita tra massa ed energia

AE =Mc®

per cui dalle due posizioni consegue che se gli intervalli temporali sono sufficientemente brevi allora le fluttuazioni sulla energia
possono essere abbastanza ampie da produrre nuove particelle

At~ h[Mc?

Tali particelle hanno una esistenza limitata all’intervallo di tempo At e conseguentemente limitata anche all’intervallo spaziale
Ax=c At (dato che la velocita della luce non puo essere superata) dato dalla espressione

Ax~h[Mc

detta anche lunghezza d’onda compton della particella. Tali particelle dall’esistenza temporale e spaziale limitata sono dette
particelle virtuali e sono una tipica conseguenza della meccanica quantistica e della teoria della relativita combinate insieme (e
quindi anche della QFT).

La conseguenza di queste considerazioni € che per intervalli temporali e spaziali inferiori ad una certa soglia (lunghezza d’onda
compton) una qualunque particella non pu6 essere considerata una singola particella ma deve piuttosto essere considerata un
insieme inseparabile di particelle formato dalla particella stessa e dalle sue particelle virtuali.

Giungiamo allora alla conclusione che i processi di decadimento e la stessa struttura delle particelle sono tali da richiedere un
formalismo quantomeccanico con numero di particelle variabile e quindi diverso da quello classico.
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Il formalismo quantomeccanico adeguato per la descrizione dei processi in fisica delle particelle fu intuito da Born, Jordan
ed Heisenberg nel 1925; perfezionato ed applicato con successo al campo elettromagnetico da P.A.M. Dirac, nel 1927;
applicato da Fermi alla prima teoria delle interazioni deboli nel 1930; e confluito alla fine — dopo la soluzione del grave
problema delle divergenze (la cui soluzione fu intuita da Bethe e Weisskopft) - nella prima teoria di campo quantizzato della
interazione elettromagnetica da parte di Feynmann, Schwinger, Tomonaga e Dyson nel 1948 (elettrodinamica quantistica) .
Da allora le teorie di campo quantizzate, modellate proprio sulla elettrodinamica, sono diventate il formalismo d’elezione
per la descrizione dei processi in fisica delle particelle.

[l cambiamento rispetto alla meccanica quantistica classica & piuttosto radicale

non si parla piu di una funzione d’onda che descrive lo stato di una data particella ma piuttosto di uno stato dato che pud
essere occupato o vuoto ed il cui grado di occupazione é descritto fornendo il numero di quanti che contiene. Tali quanti,
a loro volta, sono identificati con le particelle fisicamente osservate. In un certo senso si realizza un capovolgimento che
vede come ente fondamentale non la particella ma lo stato (o campo);

si pud mostrare che per ottenere questo risultato la funzione d’onda dipendente dal posizione e dal tempo deve essere
trasformata in un operatore dipendente dalla posizione e dal tempo (cioe un campo di operatoriale). Tale operatore, poi,
agisce nello spazio dei numeri di occupazione dello stato determinando essenzialmente la variazione di una unita del
numero di occupazione cioé crea o distrugge quanti ovvero particelle fisiche;

un tipico processo di decadimento di una particella A nelle particelle B e C viene allora interpretato come la distruzione di
un quanto del campo di A e la contemporanea creazione di un quanto del campo di B ed un quanto del campo di C. Tali
creazioni e distruzioni sono effettuate da specifici operatori e vanno a definire la struttura della interazione che fa
decadere AinBeC.

Oggi i processi tipici della fisica delle particelle possono essere compresi solo all’interno di questo quadro concettuale (in quel
che segue useremo spesso il nome di funzione d’onda ma e sottointeso che si dovrebbe invece parlare di operatore di
campo... al nostro livello non fa differenza!).
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Alcune variabili dinamiche

O Energia e Quantita di Moto

Come sappiamo la descrizione dello stato di un sistema quantomeccanico ¢ realizzata dalla funzione d’onda. Se vogliamo
calcolare il valore di una qualche variabile dinamica del nostro sistema dobbiamo applicare I"operatore associato a quella
variabile dinamica sullo funzione d’onda e calcolarne I’eventuale autovalore.

Come noto uno stato avente quantita di moto ed energia definite & descritto dalla funzione d’onda

W(F,t) = Ae'KT=® k=(m|A)n w=2m|T

dove A e T sono la lunghezza d’onda ed il periodo dell’onda.

Richiamando ora le espressioni degli operatori della energia e della quantita di moto

ﬁ:mﬁ- P=-inl]
ot

e applicandoli alla funzione d’onda data
~ - . a i(kE—- R . i(kE—- — =
Hy(r,t) =thaAe'(km D =in(-iw)Ae TN = hww(F,t) =EW(F,t)

Py(F,t)==-in0Ae ™™ = ~in(ik) Ae' ™™ =nk (F,t) = p (F,t)

troviamo che lo stato ha valori definiti della energia e della quantita di moto (cioé & un autostato della energia e della
quantita di moto corrispondente agli autovalori)

E=-hw p=hk

che sono le ben note relazioni di De Broglie-Einstein.
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Tali valori della energia e della quantita di moto sono connessi alla massa ed alla velocita delle particelle dalle ben note
espressioni relativistiche .
mc _ myv
E:— p:_ EZ:p2CZ+m2C4

\J1=v/[c’ AJ1=vi/c

per cui troviamo le utili relazioni
2 = 2 _4

mc my mc

h=——— h w =k’c’ +

\J1—=v?i/c? \J1=vic’ n’

che permettono di mettere in relazione la lunghezza d’onda e la pulsazione di De Broglie con la velocita della particella.

x|
1

Infine energia e quantita di moto, sono grandezze relative e quindi, nel passaggio da un riferimento all’altro, sono soggette
ad una cosidetta Trasformazione di Lorentz. Particolarmente comoda risulta la formulazione quadridimensionale della
teoria della relativita ristretta nella quale una trasformazione di Lorentz opera come una certa matrice 4 x4 sul vettore a 4

componenti N
P=(E/c, p)

detto quadrivettore energia-impulso.

Nel caso si abbia a che fare con piu particelle la quantita di moto e I’energia complessive si costruiscono sommando i
contributi di ciascuna particella. Si pud mostrare che se I’hamiltoniano del sistema soddisfa condizioni molto generali
(invarianza per traslazioni temporali e spaziali) allora I’energia e la quantita di moto totale del sistema si conservano. Dato
che tutte le interazioni note soddisfano tali condizioni generali possiamo affermare che nel corso di un qualunque processo
tra particelle 'energia e la quantita di moto complessive si conservano.
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0 Momento angolare orbitale

Oltre agli stati con energia e quantita di moto definite sono possibili stati con momento angolare definito. Come noto tali
stati ed i valori del momento angolare possono essere ottenuti per mezzo dell’operatore momento angolare definito dalla

seguente relazione 0 d 0 0 0 0

[=FxP=-iaFx0= —-ii(y—-z—,z——X—,X——-y—
0z 0dy Ox 0z OJdy ~ 0x

* E’ semplice, anche con un calcolo diretto, verificare che le componenti cartesiane di questo operatore, a differenza
della quantita di moto, non commutano tra loro e soddisfano le relazioni seguenti

[LX,Ly]=ihLZ [LZ,LX]=ihLy [Ly,LZ]=ihLX

Queste comportano che solo uno degli operatori cartesiani possa avere autovalori definiti per cui concludiamo che
negli stati con momento angolare definito solo una delle componenti cartesiane del momento angolare puoé assumere un
valore definito (di solito si assume che tale operatore cartesiano sia L,). Consideriamo ora I'operatore modulo quadrato
del momento angolare s a a1

L'=L + Ly +L,

si ottengono facilmente le seguentiregole di commutazione per L2
[LZ’LX] = [Lz’Ly] :[LZ’LZ] =0

le quali affermano che L? ha autovalori definiti assieme ad uno qualunque degli operatori cartesiani del momento
angolare e dunque anche con L,. Dunque in uno stato di momento angolare definito solo L* ed L, possono assumere
valori definiti (sottolineare la differenza con la meccanica classica).

* Utilizzando le regole di commutazione ¢ possibile ottenere i seguenti due fondamentali risultati (vedi appendice):
Poperatore L?, modulo quadrato del momento angolare, pu6 assumere solo i seguenti valori discreti

I(I+1)R I=0,1,2...

I’operatore L, , terza componente cartesiana del momento angolare, pud assumere solo i seguenti valori discreti

mh -I<m<| m=0,t1,%2,...
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Riassumendo possiamo allora affermare che gli stati di momento angolare definito sono autostati degli operatori L ed L, nei quali solo
il modulo quadrato del momento angolare e la sua componente lungo I'asse delle z assumono un valore definito. Tali autostati
costituiscono una famiglia di funzioni dipendente da due numeri interi m ed | secondo le equazioni

Ly, (F)=I0+Dry,, (F) [=0,1,2,..
L (F)=mhy, (F) m=0,+1,%2,... —l<m<l|

Raramente € necessaria la forma esplicita delle funzioni ¢ ,, dette armoniche sferiche le quali, in ogni caso, possono essere trovate in
un qualunque testo di meccanica quantistica.

U Momento Angolare Intrinseco (Spin)

Il valore del momento angolare orbitale di una particella, sia nella meccanica classica che nella meccanica quantistica, dipende dal polo
di riduzione scelto. Se questo coincide con la particella (o con il centro di massa del sistema) il momento angolare orbitale si annulla e
I’'unico momento angolare possibile & quello intrinseco.

* Secondo la meccanica classica un momento angolare intrinseco é pensabile solo per i corpi estesi (non puntiformi) che comunque
si interpreta come la somma dei momenti angolari orbitali di tutte le parti che lo compongono.

* Secondo la meccanica quantistica, invece, un momento angolare intrinseco puo esistere anche per le particelle puntiformi e viene
detto spin. Dato che esiste per particelle puntiformi non & riducibile in nessun modo al momento angolare orbitale.

* Secondo la meccanica classica il momento angolare intrinseco pué assumere qualunque valore in modulo direzione e verso.

* Secondo la meccanica quantistica lo spin ha un modulo fisso ed invariabile che risulta essere una proprieta intrinseca della
particella al pari della massa, la carica etc., etc. mentre le sue componenti cartesiane sono soggette alle stesse limitazioni del
momento angolare orbitale.

Per questi ed altri motivi possiamo affermare che lo spin é un concetto quantistico senza alcuna corrispondenza nella fisica classica.
Come noto il concetto di spin ed il suo apparato formale furono introdotti inizialmente nel caso dell’elettrone per descrivere lo strano
sdoppiamento delle linee spettrali dei metalli alcalini (il caso del sodio & uno dei pil noti) ma presto divenne chiaro che si trattava di
una nuova proprieta intrinseca delle particelle.
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Lo spin & una nuova variabile dinamica associata alla particella al pari della quantita di moto e del momento angolare orbitale e
ad esso risultano associati gli operatori dello spin che per definizione soddisfano le seguenti regole di commutazione (identiche
a quelle del momento angolare orbitale)

[S,,S,]1=inhS, [S.,S.]=ins, [S,,S.]1=ihS,

mentre gli operatori della quantita di moto e del momento angolare orbitale agiscono sulla funzione d’onda, dipendente dalla
posizione e dal tempo, gli operatori dello spin agiscono su ‘funzioni’ , dette spinori, definite nello spazio degli spin, uno spazio
complesso con un numero di dimensioni che, come vedremo subito, dipende dal valore dello spin.

Le regole di commutazione (stessa dimostrazione vista per il momento angolare orbitale!) definiscono una famiglia di stati di
spin definito dipendente da due numeri interis ed s,

S* Xos, =s(s+Dh x, S=0,1/2,1,3/2,..
SZXS,SZ :Szh/Ys,sz _S<SZ<S 52:0,11/2,11,...

da cui si ottiene che le x;,, le quali descrivono stati con modulo quadrato dello spin pari ad s(s+1) 2 e componente dello spin
lungo l'asse delle z pari a s,/, costituiscono una famiglia di 2s+1 vettori nello spazio complesso a 2s+1 componenti dove s é il
valore dello spin della particella.

La funzione d’onda complessiva di una particella con spin assume allora la seguente forma
l/l(r’ S’Sz) = w(r))(s,sz

Se la parte dipendente dalla posizione della funzione d’onda rappresenta uno stato con momento angolare orbitale definito
allora la funzione d’onda nel suo complesso rappresenta uno stato con momento angolare totale J che puo essere calcolato con
le regole di somma dei momenti angolari che richiameremo tra poco. Qui precisiamo solo che I'operatore momento angolare
totale J & la somma degli operatori momento angolare orbitale L e di spin S

n ~

J=L+S

22/12/2011 Prof. Nicola Semprini Cesari 34



E’ possibile mostrare che la separazione di momento angolare totale in momento angolare orbitale e di spin non é un
concetto relativisticamente invariante. In particolare gli operatori modulo quadrato dello spin S? e del modulo quadrato del
momento angolare L?> non commutano con i generatori delle trasformazioni di Lorentz il che significa che il loro valore
cambia con il sistema di riferimento. La precedente formula, con le regole di somma che illustreremo tra poco, valgono
pertanto solo in ambito non relativistico.
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d La somma di momenti angolari

Accade spesso di dovere sommare momenti angolari, sia orbitali che di spin sia della medesima particella che di particelle

diverse. Come si sommano allora i momenti angolari?

* Nella fisica classica i momenti angolari sono vettori e si sommano con la regola del parallelogramma per cui la somma dei
momenti angolari J; e J, ha come risultato il momento angolare f: J1+J> il cui modulo dipende dalla loro orientazione
relativa e pud assumere con continuita tutti i valori compresi nell’intervallo |j; — j2|< J < |j1 + j2| €, a parte i vincoli di
natura geometrica, non ci sono restrizioni sulle componenti cartesiane.

* Nella meccanica quantistica, invece, ai momenti angolari si associano gli operatori j; e j, per cui alla somma dei momenti
angolari risulta associato 'operatore somma J= j; + j,. Cosa possiamo dire degli autovalori degli operatori modulo
quadrato J%e terza componente J,del momento angolare totale? Si pud mostrare che il risultato & assai semplice:

se gli operatori j? e j,2hanno autovalori

dlloral ha autovalori j.(j, )R i, (j, +O)n’ j.»], interi o seminteri

JJ+ )R
dove il numero intero J soddisfa la condizione (si noti ’'analogia con la somma vettoriale)

o |, =J, 1< I<1j, +i. ]
Se gli operatori ji, e j,,hanno autovalori

m. i m,h —j,<m <j —j,<m,<j, m, m, int.o semint.

M h -J<M<J

dove il numero interoJ soddisfa la condizione

alloraJ ha autovalori

M=m_ +m,
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Dunque il modo di eseguire la somma dei momenti angolari in meccanica quantistica (MQ), come atteso, si differenzia
profondamente da quello valido nella meccanica classica (MC). Le formule riportate dovrebbero chiarire che, mentre nella
MC la somma di due momenti angolari dati fornisce un momento angolare totale ben definito in modulo direzione e verso,
nella MQ, il fatto che negli stati che vengono sommati, solo una delle componenti cartesiane possa assumere un valore
definito, fa si che siano possibili diversi stati di momento angolare totale. In particolare tutti quegli stati compatibili con la

condizione M=m,+m, i quali, secondo le regole della MQ, si combinano linearmente tra loro ovvero interferiscono.

Nella MQ quindi si pone allora il seguente problema: dati due stati di momento angolare j, e j, determinare i coefficienti

della combinazione lineare dei possibili stati di momento angolare totale J. Tali coefficienti sono detti Coefficienti di Clebsch-
Gordan e sono definiti dalla relazione seguente

NOTA: i due stati di momento angolare definito
j; e j,, quando vengono sommati (scrivendoli in
forma di prodotto si costruisce di fatto uno stato
somma poiché su tale prodotto agisce
I'operatore somma J= j; + j,), forniscono una
serie di possibili stati di momento angolare
totale J (e non un solo stato come nel caso
classico).

i+l

— jm,j,m
BB, = 2, ™™ B

J:“1 _jzl
M=m,+m,

Naturalmente si pud porre anche il problema inverso: dato lo stato di momento angolare totale J, individuare i coefficienti
della combinazione lineare dei possibili stati di momento angolare j, e j, . Anche questi sono detti Coefficienti di Clebsh-

Gordan

— JM
%M - Z Cj1m1 jzmz @1”’1 @2”’2
m,,m,
m,+m, =M
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34. Clebsch-Gordan coefficients

TCIENTS, SPHERICAL HARMONICS,
FUNCTIONS

T . o
, e.g., for —8/15 read —\/8/15.)  J1 J2
~— @

M M

Esempi

4[/2,#/1/2,1/2 = \/; 4[/5/2,5/2
402,#/1/2,—1/2 = \/1/5 4[/5/2,3/2 + \/4/5 4[/3/2,3/2

ws/zn/z - \Y, 2/5 wm w1/2,—1/2 + \/3/5 wuo w1/2,1/2

IHI lnz
5/2 T
2X1/2 +5;2 5/2 3/2 my my ||Coefficients
b2 +1/2 1|+3/2+3/2
+2 -1/2| 1/5 a/s| s/2 3/2
+1 +1/2| 4/5-1/5H1/2 +1/2
1 +1-1/2| 2/5 3/s| s/2 3/2
3) 0+1/2| 3/5 -2/5|-1/2 -1/2
o-1/2| 3/5 2/5) s/2 3/2
0 6i® -1 +1/2| 2/5 -3/5)-3/2 -3/2
2 -1 -1/2| 4/5 1/s] s/2
3/2X1/2 kol 1l -2 +1/2| 1/5 -a/s vI
& |+3/2 a2 1+ +1 I_2 ~1/2 "'I
V4372 -1/2 178 374] 2 1]

NOTA: Come vedremo esiste una estesa analogia tra momento angolare ed isospin che comporta che i coefficienti di
Clebsh-Gordan con le regole illustrate possano essere impiegate anche con I’isospin.
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U Proprieta di simmetria dei Coefficienti di Clebsh-Gordan

| coefficienti di Clebsh-Gordan permettono di costruire gli stati di momento angolare totale J, M a partire dagli stati di
momento angolare j1, m1 e j2, m2. Ci si pud chiedere cosa succeda nel caso in cui gli stati vengano sommati nell’ordine
inverso cioé componendo j2, m2 con j1, m1 invece di j1, m1 con j2, m2. Scrivendo le rispettive serie di Clebsh-Gordan

il .
— JiMy )My — 5,m; jsmy
OB, = 2. ™™ B BB = 2, ™ B
J=|j, =), | J=liy =)
M=m,+m, M=m,+m,

si vede immediatamente che per trovare la risposta dobbiamo individuare la relazione esistente tra Cly+:™ e Chmi™ |3
domanda non ¢ il risultato di una semplice curiosita poiché le proprieta dei coefficienti di Clebsh-Gordan rispetto allo
scambio dei termini intervengono, come vedremo, in molte situazioni che riguardano la fisica delle particelle.

Riportiamo allora la seguente relazione che pud essere verificata direttamente dalla tavole di Clebsh-Gordan

. . . Jmi =i . .
Cj1l(/ln1}2m2 _(_1) 117 Cﬁ\';lnzhm1
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Il concetto di simmetria in fisica

Semplificando oltre il consentito possiamo affermare che un sistema fisico costituito da particelle materiali soggette
a forze, viene descritto nel modo seguente:

* si precisa la posizione spaziale e temporale dei punti materiali in relazione ad un prefissato riferimento (ovvero
i parametri spazio-temporali o parametri esterni)

* siprecisano le proprieta intrinseche di ciascuna particella come ad esempio la massa, spin, carica elettrica etc.
etc. (ovvero i parametri interni);

* noti i parametri esterni ed interni risulta possibile calcolare le forze e, attraverso I'equazione dinamica che
governa il sistema (ad F=ma nel caso dei fenomeni meccanici), descrivere la sua evoluzione temporale.

Molto spesso accade che eseguendo una certa trasformazione sui parametri spazio-temporali o su quelli interni,
’equazione dinamica del sistema, e con essa la sua evoluzione temporale, rimangano invariate. Quando questo
accade si dice che il sistema fisico & simmetrico rispetto alla trasformazione considerata .

L’utilita del concetto di simmetria & duplice. Da un lato, se '’equazione dinamica € nota, la conoscenza delle
simmetrie in essa contenute & assai utile per individuare le proprieta generali della sua evoluzione senza doverla
risolvere nel dettaglio. Dall’altro, se ’equazione dinamica non & nota, la conoscenza della simmetrie e utile per
costruirne una in modo appropriato.

Da lungo tempo nella fisica c¢’@ una chiara consapevolezza della utilita dei principi di simmetria. Uno dei primi a rendersene conto fu
certamente Galileo quando capi che I’evoluzione di un sistema meccanico all’interno di una stanza non veniva alterata dallo stato di
moto rettilineo uniforme della stanza stessa. Nonostante questo fu solo con la teoria della relativita che il concetto di simmetria assunse
un ruolo rilevante per diventare poi centrale nella meccanica quantistica e ancor di pit nella fisica delle particelle.
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In generale le trasformazioni che vale la pena considerare sono tutte quelle a carico delle variabili sia interne che esterne e quindi, in
sostanza, trasformazioni sulle ‘cariche’ interne e sul sistema di coordinate. Tra queste ultime possiamo facilmente immaginare la
rotazione del riferimento cartesiano (rotazione), la traslazione del riferimento cartesiano (traslazione) I'inversione degli assi del
riferimento cartesiano (trasformazione di parita), la traslazione dell’origine dei tempi (traslazione temporale) e I'inversione del senso
di marcia dell’orologio (inversione del tempo).

In generale la dinamica del sistema puo essere invariante o non invariante rispetto a queste trasformazioni anche se, nel caso delle
trasformazioni citate, I'invarianza della dinamica, qualunque sia il sistema fisico, sembra inevitabile. Infatti ciascuno di noi si aspetta
che

* ruotando il sistema di riferimento la dinamica di un qualunque sistema fisico non cambi ovvero che in generale un sistema fisico
é simmetrico rispetto alle rotazioni (o invariante per rotazioni). Se cid non accadesse dovremmo concludere che le direzioni dello
spazio non sono equivalenti tra loro o, equivalentemente, che esiste una direzione privilegiata nello spazio. Infatti, in questo
caso sarebbe possibile utilizzare la dinamica del sistema per caratterizzare le differenti direzioni dello spazio;

» trasformando la terna cartesiana di riferimento da destrorsa (come solitamente si assume) a sinistrorsa la dinamica di un
qualunque sistema fisico non cambi ovvero che i generale un sistema fisico & simmetrico rispetto alla trasformazione di parita.
Se questa proprieta non fosse soddisfatta dovremmo concludere che lo spazio ha una parita privilegiata;

* misurando i tempi del nostro sistema per mezzo di un orologio che marcia in senso antiorario piuttosto che orario che la
dinamica di un qualunque sistema fisico non cambi ovvero che un sistema fisico & simmetrico per inversione temporale. Se
questa proprieta non fosse soddisfatta dovremmo concludere che il tempo ha un verso di scorrimento privilegiato (questa
proprieta appare meno ovvia delle precedenti!);

* muovendo il sistema di riferimento con velocita uniforme la dinamica di un qualunque sistema fisico - come aveva intuito galileo
per la meccanica ed Einstein per qualunque sistema fisico - non cambi ovvero che tutti sistemi fisici sono simmetrici rispetto alla
traslazione uniforme. Se cid non fosse vero significherebbe che esiste, tra gli infiniti riferimenti in moto relativo, un riferimento
privilegiato.
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Gia all’interno della fisica classica ci si rese conto che Pesistenza di simmetrie, alcune delle quali sembravano, come si &

detto, ovvie, erano invece collegate alle ben note leggi di conservazione di alcune variabili dinamiche. Questo legame

apparve meno ovvio e fece capire quale potesse essere I'importanza ed il ruolo delle simmetrie. Ad esempio si puo

mostrare che:

i) la simmetria della dinamica di un sistema rispetto alla traslazioni temporali conduce alla legge della conservazione
della energia per quel sistema;

i) la simmetria della dinamica di un sistema rispetto alla traslazioni del riferimento conduce alla legge della
conservazione della quantita di moto per quel sistema;

i) la simmetria della dinamica di un sistema rispetto alla rotazioni del riferimento conduce alla legge della conservazione
del momento della quantita di moto per quel sistema etc. etc.

In questo modo la non ovvia esistenza delle leggi generali di conservazione di certe variabili dinamiche veniva ricondotta

all’apparentemente ovvia esistenza di certe simmetrie della dinamica rispetto a certe trasformazioni e la generalita delle

prime era giustificata dalla generalita delle seconde.

Il legame esistente tra simmetria della dinamica rispetto ad una trasformazione e conservazione della variabile dinamica
associata fu la chiave per I’elaborazione di una strategia generale capace di introdurre le variabili dinamiche in contesti
assai lontani dalla fisica classica. L’applicazione di questa strategia alla meccanica quantistica la si deve soprattutto ad E.
Wigner mentre |'applicazione generale alle teorie di campo sia classiche che quantistiche risiede essenzialmente in un
fondamentale teorema formulato da Emmy Noether nel 1915 (dato un sistema descritto da una certa lagrangiana, ad ogni
trasformazione continua che lascia I’azione invariata corrisponde una corrente conservata).
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Le trasformazioni spazio-temporali

Le trasformazioni spazio-temporali sono connesse alle possibili trasformazioni che possono essere
eseguite sul riferimento cartesiano (terna rigida d’assi mutuamente ortogonali) e sull’orologio che
I’osservatore impiega per definire la posizione e il tempo delle particelle del sistema. Con tutta
evidenza tali trasformazioni non possono essere

* rotazioni del riferimento attorno ad un asse;

* traslazioni del riferimento;

* inversione di tutti gli assi del riferimento;

* traslazione dell’origine dei tempi (traslazione temporale);

* inversione del senso di marcia dell’orologio (inversione temporale).

Le rotazioni e le traslazioni del riferimento sono dette trasformazioni continue poiché possono essere
modulate con continuita, mentre le inversioni degli assi del riferimento e del senso di marcia
dell’orologio sono dette trasformazioni discrete.

Assumendo un riferimento cartesiano & semplice individuare gli operatori che realizzano queste
trasformazioni nel caso dei vettori tridimensionali (nel seguito considereremo solo le rotazioni, la
parita e I'inversione temporale).

22/12/2011 Prof. Nicola Semprini Cesari



Rotazioni nello spazio tridimensionale

Una rotazione del riferimento attorno ad un certo asse determina la seguente trasformazione lineare tra le componenti

cartesiane di un generico vettore X(nel seguito useremo, sia la notazione matriciale che quella indiciale)
— — '
X'=RX X; =R X,
come noto, tale trasformazione mantiene inalterato il modulo dei vettori (e piu in generale il prodotto scalare tra vettori) il che

significa che le seguenti somme devono essere invarianti rispetto alla rotazione
' '
XX, = X X
tenendo conto delle due precedenti relazioni possiamo riscrivere somma a primo membro come
‘X, =R, xR x, =x,RR
X; X = R X Ry Xy = X Ry Xy

la quale coincide con la somma a secondo membro X X
m-m
solo se R soddisfa la relazione seguente

RiRm = O R'R=I

detta relazione di ortogonalita. Giungiamo allora la conclusione che una rotazione della terna cartesiana d’assi é rappresentata
da una matrice 3x3 ortogonale.

Dalla condizione di ortogonalita della matrice R (ricordando che det(R)=det(R") ) otteniamo anche

det(R'R) =det(l) det(R")det(R)=1 det(R)’=1 det(R)==1

Dato che la matrice unita I deve essere identificata con la rotazione nulla e dato che la rotazione nulla deve essere connessa con
continuita a tutte le altre rotazioni, perveniamo alla conclusione che il determinante di R deve eguagliare il determinate della
matrice unita ovvero che

det(R) =1

Giungiamo allora alla conclusione che una rotazione della terna cartesiana d’assi é rappresentata da una matrice 3x3 ortogonale
ed unimodulare.
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E’ semplice mostrare che linsieme delle rotazioni soddisfa gli assiomi che caratterizzano quella struttura algebrica che in
matematica prende il nome di gruppo. Inoltre, dato che la rotazione & una trasformazione lineare e continua possiamo
affermare che le rotazioni costituiscono un gruppo lineare continuo di trasformazioni nello spazio tridimensionale reale.

Infine,poichéla matrice che realizza la trasformazione & unimodulare (speciale) ed ortogonale questo viene detto gruppo
speciale ortogonale ed indicato con la sigla SO(3).

U La rappresentazione fondamentale del gruppo delle rotazioni nello spazio tridimensionale

Il gruppo delle rotazioni nello spazio tridimensionale, qualora si assuma un riferimento cartesiano, & definito dall’insieme di
matrici R, 3 X 3unimodulari ed ortogonali che operano sui vettori di tale spazio trasformandone le componenti cartesiane

secondo le equazioni . . '
X'=RX X; =R X,

Poiché il gruppo di trasformazioni & definito attraverso la sua azione sui vettori si dice che i vettori dello spazio ordinario
tridimensionale costituiscono la rappresentazione fondamentaledel gruppo delle rotazioni. Infine, dato che un vettore nello
spazio tridimensionale € un insieme ordinato di tre numeri che nel corso della rotazione si combinano linearmente tra loro,
si dice che la rappresentazione fondamentale ha dimensione 3e la si indica spesso con il solo simbolo 3.

E’ naturale porsi le seguenti domande

*  possiamo costruire rappresentazioni del gruppo delle rotazioni che abbiano un diverso numero di dimensioni ?

e possiamo costruire rappresentazioni del gruppo delle rotazioni in spazi vettoriali differenti da quello reale
tridimensionale (es: spazi complessi) ?

Per quanto riguarda il primo quesito illustreremo una tecnica semplice e generale, basata sulla formazione di tensori di
rango crescente, che permette di costruire rappresentazioni del gruppo delle rotazioni a partire da quella fondamentale.
Per quanto riguarda il secondo quesito € necessario introdurre nuovi concetti quali quello di trasformazione infinitesima e
si rimanda ai rapidi richiami che potete trovar in appendice e soprattutto alle lezioni iniziali sulla teoria dei gruppi
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O Altre rappresentazioni del gruppo delle rotazioni nello spazio tridimensionale

Un modo per costruire una rappresentazione del gruppo delle rotazioni diversa da quella fondamentale & il seguente: si
prendono due diversi vettori x e y (tensori di rango 1) e si costruisce una matrice (tensore di rango 2) eseguendo cid che
viene chiamato prodotto diadico o prodotto tensoriale

X1 y1 X1Y1 X1Y2 X1y3
xOy=1x Oy, [T %y %Y, Xy,
X3 Y3 XY, XY, X5
In che modo si trasforma questa matrice in seguito ad una rotazione? Per vederlo conviene richiamare la legge di
trasformazione dei singoli vettori v v
X; = R X, Y; =Ry
dalle quali si ottiene immediatamente la legge di trasformazione del prodotto delle componenti dei vettori

XiYi = Rikaq XpYq

che rappresenta, per definizione, la legge di trasformazione dei tensori di rango 2 che estende, come noto, quella dei
comuni vettori. Il fatto rilevante € che in questo modo abbiamo costruito un insieme di 3X3=9 numeri che si combinano
linearmente a seguito della rotazione, dunque, una rappresentazione del gruppo delle rotazioni di dimensione 9 indicata

proprio con la notazione 3 X3.

Chiaramente, eseguendo prodotti diadici di 3, 4 o piu vettori, si potranno comporre tensori di rango 3, 4 o piu con un
numero rispettivamente di 27, 81 o piut componenti le quali costituiranno altrettante rappresentazioni del gruppo delle
rotazioni. Giungiamo pertanto alla importante conclusione che i tensori realizzano rappresentazioni del gruppo delle
rotazioni. Riguardo questo punto c’é un importante aspetto da sottolineare che ci portera ad individuare due diverse
tipologie di rappresentazioni.
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Per illustralo consideriamo il caso di un tensore di rango 2 (matrice). Quando eseguiamo una rotazione, le componenti
della matrice vengono combinate linearmente tra loro in modo simile a quelle di un vettore. Tuttavia, mentre & evidente
che la rotazione combina linearmente tutte e 3 le componenti di un vettore, non ¢ altrettanto evidente che combini tra
loro tutte e 9 le componenti della matrice. Infatti, nulla esclude che la combinazione lineare delle componenti a seguito
di una rotazione, avvenga per sottogruppi indipendenti tra loro. In effetti & proprio cido che accade! Nelle pagine seguenti
mostreremo che le proprieta della matrice di rotazione sono tali che, nel corso della rotazione, certi insiemi di
componenti della matrice si combinano linearmente tra loro indipendentemente dagli altri.

Quando questo fatto accade si dice che ciascun sottogruppo indipendente costituisce un sottospazio invariante del
gruppo di trasformazioni. L’'importanza di questa precisazione risiede nel fatto che I’esistenza di sottospazi invarianti
determina di fatto una diminuzione della dimensionalita della rappresentazione che ¢ la loro caratteristica pit rilevante.

Quando una rappresentazione ammette un sottospazio invariante non nullo si dice che la rappresentazione é riducibile
mentre, al contrario, una rappresentazione che non ammette un sottospazio invariante (se non quello vuoto) viene detta
rappresentazione irriducibile.

Come si stabilisce se una rappresentazione é riducibile? Come si costruisce una rappresentazione irriducibile?

lllustreremo la procedura nel solo caso dei tensori di rango 2 sottolineando, comunque, che gli stessi ragionamenti
possono essere estesi anche al caso dei tensori di rango superiore. Come si vedra la procedura & fondata sul
riconoscimento delle proprieta del tensore invarianti sotto rotazioni, determinate a loro volta alle proprieta generali
della matrice di rotazione stessa.




U Le proprieta invarianti per rotazioni di un tensore di rango 2

Richiamiamo la legge di trasformazione di un tensore di rango 2 vista in precedenza

1) (X;)I;() = ijqu (Xqu)

' ' — T
2) (Xij)_ij (Xp)Iq)qu
Ponendo 2pg=(x,y,) otteniamo la seguente relazione
3) Q =RQFR

che esprime la legge di trasformazione di un tensore di rango 2 in forma matriciale.

e riarrangiamola nel modo seguente

Cerchiamo ora la legge di trasformazione di un tensore di rango 2 trasposto. Per ottenerla basta eseguire la

trasposizione della 3 ,
P ) 4) QT=(RQR")" =RQ'R’

Dal confronto con la 3) si evince che il tensore (2 ed il suo trasposto QT si trasformano per rotazioni con la stessa legge

per cui se Q = Q T, ovvero il tensore & simmetrico allora si avra anche Q‘= Q‘T ovvero anche il tensore trasformato e
simmetrico. Ovviamente, nel caso in cui Q =- Q T ovvero il tensore é antisimmetrico allora si avra anche Q ‘= Q ‘T ovvero
anche il tensore trasformato € antisimmetrico

se Q=Q" allora Q' =Q7 ; se Q=-Q" allora Q =-Q7

Siamo giunti allora alla importante conclusione che le proprieta di simmetria o antisimmetria di un tensore non vengono
alterate dalla rotazione oppure che le proprieta di simmetria di un tensore di rango 2 sono invarianti per rotazioni. Si
notera anche che tale fatto non dipende da una proprieta intrinseca della matrice di rotazione ma, piuttosto, dall’avere
impiegato prodotti tensoriali per costruire rappresentazioni del gruppo di trasformazioni.
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Richiamiamo nuovamente la legge di trasformazione del tensore

(X;yL) = ijqu (Xqu)

e domandiamoci in che modo si trasforma la traccia del tensore, ovvero la somma degli elementi sulla diagonale principale

della matrice corrispondente. Eguagliando gli indici j e k, otteniamo facilmente

(Xiyi) = RipRiq (Xpyq) = R;iRiq (Xpyq)

Tenendo conto della condizione di ortogonalita,

otteniamo la relazione

R'R=| R'R. =0

P~ Jq pPq

XY =XpYp

la quale mostra che la traccia di un tensore di rango 2 non viene modificata dalle rotazioni oppure, in modo equivalente, che

la traccia di un tensore di rango 2 é invariante per rotazioni (si notera che questo & un modo equivalente per affermare il

fatto che le rotazioni non modificano il prodotto scalare tra vettori).
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Si notera che le proprieta invarianti per rotazioni di un generico tensore di rango due discusse fino a questo momento
hanno sfruttato due ben precise proprieta del gruppo delle rotazioni: la forma della legge di trasformazione dei tensori
e la ortogonalita della matrice3x3 della rotazione mentre non é invece stata sfruttata la unimodularita della matrice

stessa.

Per sfruttare la unimodularita dell matrice di rotazione riscriveremo in una unica espressione matriciale la legge di

trasformazione di tre diversi vettori x,y e z

Y1 Z1 X1 y1 Z1
yz Zz =R Xz yz Zz
y3 23 X3 y3 23

Questa espressione, che evidentemente fornisce la corretta legge di trasformazione per ognuno dei vettori, ha il
vantaggio di permetterci di imporre agevolmente il vincolo della unimodularita alla matrice della rotazione R e, quindi, di
individuarne le conseguenze. Infatti, otteniamo immediatamente I’espressione

X, v,
det| x, vy,
X, s

X, Y. 4

=det(R) xdet| x, vy, z,

X, Y, 2

3 3

da cui, introducendo il tensore antisimmetrico &,

gjklijkzl = gpqrprqu

X
=det| x

X

1

2

3

Y
Y,
Ys

la quale mostra che il numero ottenuto dalla contrazione delle componenti cartesiane di tre vettori (tensore di rango 3)
con il tensore & non viene alterato dalle rotazioni oppure, in modo equivalente, che la contrazione di un tensore di rango

3 con il tensore £¢ invariante per rotazioni.
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U Lariduzione di un tensore di rango 2

[l punto chiave ora € comprendere che le proprieta invarianti di un tensore si traducono nella esistenza di sottospazi
invarianti e dunque nella possibilita di individuare rappresentazioni irriducibili del gruppo delle rotazioni. Per vederlo
consideriamo un generico tensore di rango 2 che riscriviamo nel modo seguente

-7 Z -7 Z +Z
(X,Yq) =2, =(——" i ——) +( a q") (’”q )+ (F— - —5 0 Zs)t ( o Zss)
2 2 3

Qualunque tensore di rango 2 pud essere espresso attraverso questa identita, articolata in tre part| indicate tra
parentesi. Ciascuna parte identifica un tensore con simmetria e traccia definite rispetto alle rotazioni: il primo tensore &
antisimmetrico e, necessariamente, a traccia nulla; il secondo & simmetrico a traccia nulla; il terzo altro non € che la
traccia moltiplicata per il tensore (matrice) identita. Poiché queste proprieta sono invarianti per rotazioni possiamo
stare certi che, eseguendo una rotazione, le componenti di questi tre tensori non si combineranno linearmente tra loro .
Abbiamo dunque individuato, all’interno dello spazio a 9 dimensioni di un generico tensore di rango 2, tre sottospazi
invarianti di dimensione 3 (tensore antisimmetrico), 5 (simmetrico a traccia nulla) e 1 (traccia). Ricordando che gli ultimi
due sottospazi provengono dalla scomposizione dello spazio a 6 dimensioni di un tensore simmetrico (secondo
passaggio nella equazione sopra) possiamo scrivere la seguente espressione

3U3=9=30U6=3L501

Dove 3[03=9 indica che abbiamo costruito un tensore di rango 2 a 9 dimensioni attraverso il prodotto tensoriale di due
vettori a 3 dimensioni; 9=3016 indica che abbiamo individuato, all’interno di questo, due sottospazi invarianti di
dimensione 3 e 6 attraverso la scomposizione in tensore antisimmetrico e simmetrico; 6=501 1 indica che abbiamo
individuato, all’interno di quest’ultimo, due sottospazi invarianti di dimensione 5 e 1 attraverso I'annullamento della
traccia. Si dice allora che la rappresentazione del gruppo delle rotazioni a 9 dimensioni é stata scomposta nelle
rappresentazioni ad 1, 3 e 5 dimensioni le quali, non essendo possibile individuare all’interno di queste altri sottospazi
invarianti, costituiscono altrettante rappresentazioni irriducibili.
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U Considerazioni finali.

* La procedura illustrata puo essere estesa alla formazione di tensori di rango superiore al secondo che potranno essere
ridotti attraverso le operazioni di simmetrizzazione, antisimmetrizzazione e sottrazione della traccia. In questo modo,
accanto alle rappresentazioni 1, 3 e 5, ottenute con i tensori di rango 2, si ottengono altre rappresentazioni irriducibili.
Ad esempio i tensori simmetrici di rango N, possedendo 2N+1 componenti indipendenti, forniranno le rappresentazioni
di dimensione 2N+1=3, 5, 7, 9 etc.etc.

*  Alcune rappresentazioni irriducibili hanno la stessa dimensione. Ad esempio, la rappresentazione di dimensione 3 viene
ottenuta sia attraverso i tensori di rango 1 (vettori) che attraverso i tensori di rango 2 antisimmetrici. Per evitare
ambiguita sarebbe dunque necessario specificare il rango del tensore. Tuttavia di solito si preferisce fare riferimento,
piuttosto che al rango del tensore, alle sue proprieta di trasformazione rispetto alla inversione degli assi (parita),
determinate comunque dal rango stesso. Infatti, mentre un tensore di rango 1 (vettore ordinario) inverte il proprio
segno, un tensore di rango due (essendo un prodotto di componenti di vettori ordinari) lo mantiene inalterato

PX)’ =X PX;Yk :(_Xj)(_)/k) = XYy

In questo modo la rappresentazione 3 vettoriale puo essere distinta da quella tensoriale attraverso il segno rispetto alla
trasformazione di parita e si dice che la prima ha parita negativa mentre la seconda ha parita positivaoppure che la
prima corrisponde ad un vettore vero e la seconda ad uno pseudovettore.

La rappresentazione pseudovettoriale € ben nota! Per capirlo basta scrivere
0 (xy, =xy) (XY, =xy,)
qu _qu _XpYq TXeYpy_1
( 5 )_( > )_; _(X1y2_xzy1) 0 (X2y3_X3Y2)
—(xy;=x5y) —(y; = xy,) 0
Si pud notare che le sue tre componenti indipendenti altro non sono che le componenti di un vettore z prodotto

vettoriale di x e y ovvero Z = X X y. Comprendiamo allora che la rappresentazione pseudovettoriale & quella dei vettori
ottenuti dal prodotto vettoriale di due vettori 3 della rappresentazione fondamentale.
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Analogamente, abbiamo una rappresentazione 1 ottenuta dalla traccia di un tensore di rango 2 la quale, espressa
attraverso i vettori assume la forma

X.V.

Y]

si tratta di un numero e viene pertanto detta rappresentazione scalare. Notiamo perd che possiamo ottenere una
rappresentazione scalare (cioé un numero) anche attraverso "operazione

EparXpYq?r

qual é la loro differenza? Come prima, la loro differenza pud essere messa in luce solo ricorrendo alla operazione di
inversione degli assi. Risulta allora che la prima rappresentazione 1 non inverte il segno (scalare vero) mentre la seconda
lo inverte (pseudoscalare).
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Inversione degli assi e del tempo

E’ assai semplice € individuare gli operatori che realizzano la trasformazione di parita spaziale sui vettori tridimensionali.
Basta infatti considerare I’espressione di un generico vettore cartesiano

X' -1 0 O0)\(x
_.l___. l__ ' _ _
r =-r X; ==X, y'|=| 0 1 0|y
z' O o0 —-1)\z

da cui si deduce che 'operatore di parita spaziale dei vettori tridimensionali & la matrice identita cambiata di segno.

Ancora piu semplice € il caso della inversione temporale
t'=-t

dove 'operatore & un numero di modulo unitario e segno negativo.
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La meccanica del punto materiale

Nelle pagine precedenti abbiamo considerato con un certo dettaglio alcune trasformazioni spazio-temporali. Vogliamo
mostrare ora come queste trasformazioni possano essere utilizzate per individuare le proprieta di simmetria contenute in
una tipica legge dinamica quale quella newtoniana del punto materiale

- d’r
F=mZl
dt’

Rotazioni

Come noto, in questa equazione F ed r sono vettori pertanto, quando eseguiamo una rotazione del riferimento, questi
devono trasformarsi per mezzo della matrice ortogonale R in accordo con la legge

F=RF T =RT

Applicando la matrice R ad ambo i membri della prima equazione otteniamo I’espressione del secondo principio della
dinamica rispetto ad una terna d’assi ruotata

- d’Rr
RF=m——
dt’
da cui discende immediatamente I’espressione
- dr!
F'=m
dt®

la quale mostra che I'equazione dinamica é invariante in forma (covariante) o simmetrica rispetto alla rotazione degli
assi. Dunque "espressione che utilizziamo solitamente per formulare il secondo principio della dinamica incorpora anche il
fatto fisico fondamentale che nell’ambito dei fenomeni meccanici non esistono direzioni privilegiate dello spazio.

Sinotera come questa proprieta sia garantita dal fatto che ambo i membri della equazione, essendo entrambi vettori, si
trasformano allo stesso modo rispetto alle rotazioni. Comprendiamo allora che il modo per assicurare che una certa
equazione fisica sia simmetrica rispetto alle rotazioni é quello di scriverla in modo tale che entrambi i suoi membri si
trasformino allo stesso modo sotto rotazioni. Questa condizione, detta di covarianza, puo essere soddisfatta esprimendo
le grandezze fisiche in gioco per mezzo di una qualche rappresentazione irriducibile del gruppo delle rotazioni. Nel caso
della meccanica la rappresentazione utilizzata e proprio quella fondamentale dei vettori tridimensionali.
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* Inversione degli assi

Come osservato in precedenza, I'inversione degli assi del riferimento determina la seguente trasformazione dei vettori
Fedr

-

F=-F F=-r

Applicando la matrice -1 ad ambo i membri della equazione dinamica otteniamo I’espressione del secondo principio della
dinamica rispetto ad una terna d’assi invertita

2 —_
—EF=m d’ (=r)
dt
da cui discende immediatamente I’espressione
., dF
Fl=m—
dt

la quale mostra che I'equazione dinamica é invariante in forma (covariante) o simmetrica rispetto alla inversione degli
assi. Dunque I'espressione che utilizziamo solitamente per formulare il secondo principio della dinamica incorpora anche il
fatto fisico fondamentale che nell’lambito dei fenomeni meccanici non esiste una parita privilegiata dello spazio ovvero
non esiste una preferenza tra riferimenti destrorsi o sinistrorsi.

Ancora una volta questa proprieta é garantita dal fatto che ambo i membri della equazione, essendo entrambi vettori, si
trasformano allo stesso modo rispetto alla inversione degli assi. In altri termini la proprieta & garantita dal fatto che
I’equazione soddisfa il principio di covarianza.

* Inversione del tempo
L’inversione del tempo determina la seguente trasformazione della grandezza fisica t

t'=—t
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Applicando la moltiplicazione -1 nella grandezza t otteniamo I’espressione del secondo principio della dinamica rispetto
ad un cronometro che marcia in senso antiorario
. _ T dF o F o'
F=m 2 -m N2 2 -m 2 -m 2
dt (=)dt  (d(-t)  dt’

da cui discende immediatamente I’espressione

LT
dt”

la quale mostra che I’equazione dinamica é invariante in forma (covariante) o simmetrica rispetto inversione del tempo.
Dunque I’espressione che utilizziamo solitamente per formulare il secondo principio della dinamica incorpora anche il fatto
fisico fondamentale che nell’lambito dei fenomeni meccanici non esiste un verso privilegiato di scorrimento del tempo e
con esso non esiste un modo per distinguere oggettivamente tra passato e futuro. Anche in questo caso la simmetria
della equazione & garantita dal fatto che essa soddisfa il principio di covarianza.

Commenti

* In questi esempi siamo partiti da una equazione dinamica nota ed abbiamo poi analizzato il suo comportamento rispetto
ad alcune trasformazioni di simmetria. In questo modo abbiamo scoperto che il secondo principio della dinamica
contiene alcune interessanti simmetrie (simmetria rispetto alle rotazioni, inversione degli assi e inversione del tempo)
garantite dalla forma covariante della equazione.

* Spesso questo processo va compiuto nel senso opposto. Infatti pud accadere che ad essere note siano certe proprieta
di simmetria mentre le equazioni dinamiche sono incognite. In questi casi si partira da una forma covariante delle
equazioni per garantire le simmetrie note. Il fatto rilevante & che in certi casi il principio di covarianza & capace di
restringere in modo drastico le diverse alternative assumendo un ruolo determinate nella costruzione della equazione
dinamica. Giungiamo allora alla conclusione che affinché una legge naturale sia simmetrica rispetto ad una certa
trasformazione & necessario che sia covariante rispetto a quella trasformazione e che quindi venga scritta attraverso le
rappresentazioni irriducibili del gruppo di trasformazioni stesso.
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Le trasformazioni in meccanica quantistica

Riassumiamo quanto fatto nelle pagine precedenti
* si sono definite certe trasformazioni sui parametri delle particelle (abbiamo considerato, per ora, solo alcune
trasformazioni spaziotemporali);
* si e verificato Ieffetto di tali trasformazioni sui vettori tridimensionali (che sono gli enti che descrivono il sistema ed
attraverso i quali vengono formulate le leggi dinamiche);
* note le leggi dinamiche, si & analizzato il comportamento di tali leggi rispetto alle trasformazioni e si sono trovate le
simmetrie cui queste soddisfano;
gia si & osservato che per quanto riguarda quest’ultimo punto si potrebbe procedere anche in senso inverso ovvero

* note le simmetrie, si costruiscono le leggi dinamiche in modo che siano simmetriche rispetto alle corrispondenti
trasformazioni (si sfrutta il principio di covarianza).

Questo modo di procedere & di validita generale e pud essere applicato a qualunque sistema fisico. Nel fare questo bisogna
pero tenere conto che nel caso di un sistema fisico diverso da quello meccanico gli stati non sono piu descritti da vettori
tridimensionali ma da altri enti.

Nel caso dei sistemi di particelle, ad esempio, lo stato e descritto da una funzione d’onda (operatore di campo) per cui si dovra
iniziare con il verificare I’effetto delle trasformazioni sulla funzione d’onda. Le trasformazioni che considereremo sono

* quelle che operano sulle coordinate spazio-temporali delle particelle e sono quindi trasformazioni a carico del sistema
di riferimento;
* quelle che operano sulle coordinate interne delle particelle e sono quindi trasformazioni di certe loro proprieta
intrinseche (es. la carica elettrica).
Tra le trasformazioni della prima classe qui considereremo le trasformazioni di Parita Spaziale ed Inversione Temporale, tra
quelle della seconda classe la Coniugazione di Carica.
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La trasformazione di parita

Q11 concetto di parita intrinseca di una particella
Gia abbiamo detto che la trasformazione di Parita Spaziale € una trasformazione a carico del sistema di riferimento
consistente nella inversione simultanea del verso dei suoi assi cartesiani (equivalente al passaggio da una terna destrorsa
ad una sinistrorsa e viceversa). L’effetto di tale trasformazione sui vettori tridimensionali & il seguente

PF=—F
Richiamiamo ora ’espressione della funzione d’onda di una particella con spin

Y(r,s,s,)= () X(s,s,)

e domandiamoci quale sia I’effetto della trasformazione di parita su tale funzione d’onda. Nel caso di una rotazione del
sistema d’assi, ad esempio, dovremmo attenderci un duplice effetto sulla funzione d’onda: i) un cambio del punto in cui
questa viene calcolata; ii) una ricombinazione lineare delle diverse componenti della funzione d’onda per cui scriveremmo

Ry(r,s,s,)=y'(r',s,s,)

dove I’apice indica proprio la ricombinazione lineare delle componenti della funzione d’onda. Ora, sulla base di queste
considerazioni, nel caso di una trasformazione di parita ci attendiamo: i) un cambio del punto in cui questa viene calcolata;
ii) nessuna ricombinazione delle diverse componenti della funzione d’onda poiché gli assi del riferimento rimangono
paralleli a stessi. Al piu potra esserci una moltiplicazione di tutte le componenti per un numero n, in generale complesso,

che chiameremo parita intrinseca — —
PQU(F,S,SZ) _l7 l/l(—r,s,sz)
Il numero n & soggetto ad un vincolo che va discusso con attenzione. Se eseguiamo una seconda volta I'operazione di
inversione degli assi otteniamo s s
P w(r)s)sz):n w(r’s)sz)

sembrerebbe naturale pensare che, poiché una doppia inversione degli assi riporta il riferimento nella posizione originaria,
si possa porre semplicemente P2zl e quindi /?=1. Questa affermazione e corretta solo in parte e per capirlo dobbiamo
richiamare certe proprieta dello spin che forse non sono note.
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Quando si esegue una rotazione degli assi la funzione d’onda subisce, come gia accennato, una trasformazione consistente
i) nella modifica del punto in cui deve essere calcolata; ii) in un ricombinazione delle sue componenti ovvero delle sue
componenti di spin. Entrambi questi effetti devono ovviamente dipendere dall’angolo di rotazione. Tralasciando il primo
effetto che & evidentemente a carico della parte orbitale della funzione d’onda, possiamo affermare che, poiché lo spazio
dello spin ha dimensione 2s+1, il secondo effetto deve essere rappresentato da una matrice quadrata di ordine 2s+1. Tali
matrici possono essere calcolate senza eccessive difficolta e vengono dette matrici D. Nel caso di spin s=1/2 la matrice D & di
ordine 2, agisce su vettori complessi a 2 componenti detti spinori, ed ha la seguente espressione

cos(#/2) sin(F/2)

D(R(Zn)) = —sin(3/2) cos(9/2)

dove 9 & I’'angolo di rotazione attorno all’asse individuato dal versore 11 .

Immaginiamo ora di eseguire una rotazione di un angolo ¥=2m attorno all’asse z ad esempio. le componenti di un generico
spinore si trasformeranno nel modo seguente

ay (-1 o0 \(a
b) (o —-1)\b

giungiamo allora alla importante conclusione che in seguito ad una rotazione di un angolo 9=2m gli spinori non riassumono il
loro valore iniziale ma invertono il loro segno. Dato che la rotazione di un angolo Y¥=2nrriporta il sistema di riferimento nella
sua posizione iniziale dobbiamo concludere che I'associazione di uno spinore S=1/2 ad uno stato fisico & intrinsecamente
ambigua e definita a meno di un segno arbitrario. Questo aspetto € spesso riferito affermando che le rappresentazioni
spinoriali del gruppo delle rotazioni sono a valore doppio. Senza dimostrarlo diremo che questo stesso problema si
presenta non solo nel caso dello spin S=1/2 ma per ogni altro spin semintero mentre non si presenta nel caso di spin nullo o
intero. Giungiamo allora all’importante risultato che nel caso dei fermioni, I’associazione di uno spinore ad uno stato fisico &
definita a meno di un segno arbitrario.

22/12/2011 Prof. Nicola Semprini Cesari 22



Ritorniamo ora alla trasformazione di parita. Come abbiamo visto I’applicazione ripetuta della trasformazione ripetuta
della trasformazione di parita opera sulla funzione d’onda nel modo seguente

2 = - 2 =
P ‘ﬂ(r,S»SZ) _,7 ‘ﬂ(r;S,Sz)
nel caso dei bosoni (spin nullo o intero) non esiste alcuna ambiguita nell’associazione tra stato fisico e spinore per cui si
deve avere
2 = — 2 = — =
P l//(rfsfsz) =1] w(rfsfsz) _w(r)S’Sz)
da cui consegue che la parita intrinseca puo assumere i valori
n =1
Nel caso dei fermioni (spin semintero) esiste una ambiguita nell’associazione tra stato fisico e spinore per cui si pud avere
2 = —_ 2 = - =
P l//(r,S,SZ) =1 ‘ﬂ(r,s»sz) —il//(r,s,sz)
da cui conseguono le seguenti opzioni per la parita intrinseca
se PP=1 n=mx1 se PP=—1 n=ti

Sviluppando la teoria relativistica degli spinori (equazione di Dirac) si puoé mostrare che & opportuno assumere la seconda
opzione per cui, nel caso degli spinori si ha o
n=4i

Riassumendo perveniamo allora al seguente risultato generale: quando si esegue una inversione degli assi la funzione
d’onda si trasforma nel modo seguente

Bosoni n=%1

Pw(Ffsfsz) =1 w(_Ffsfsz)

Fermioni n =xi

dove nviene detta parita intrinseca.
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In relazione a queste considerazioni si pone il problema di stabilire se gli stati fisicamente osservati, le particelle esistenti in
natura, abbiano parita intrinseca definita oppure no e, nel primo caso, se la parita intrinseca sia positiva oppure negativa. ||
quesito € ben posto solo nel caso dei bosoni; perche?

Per capirlo dobbiamo richiamare una sostanziale differenza tra bosoni e fermioni. Immaginiamo un tipico processo elettromagnetico
nel corso del quale un elettrone emette un fotone. Il processo avviene in accordo con la conservazione del momento angolare totale.

Notiamo che il processo complementare, invece, viola la conservazione del \
momento angolare e come tale non & possibile. E’ facile convincersi che questo fatto N
& del tutto generale per cui esistono processi naturali capaci di produrre un solo S = 1/2 P S =1 N _
bosone mentre non esistono processi naturali capaci di produrre un solo fermione. S=1 N, S= 1/2
Questi ultimi vengono di regola prodotti in coppie, tipicamente coppie fermione-

antifermione. Questo fatto, connesso in ultima analisi allo spin, fa si che sia S:1\
fisicamente osservabile la parita intrinseca di un singolo bosone oppure di una S :1/2 \

coppia fermione-antifermione, mentre non sia in nessun modo osservabile quella di .

un singolo fermione.

Premesso che dalla Equazione di Dirac discende che la parita intrinseca di una coppia fermione-antifermione (data dal
prodotto delle parita intrinseche delle due particelle) & negativa

N =1

possiamo allora riassumere queste considerazioni affermando che la parita intrinseca di un bosone é fisicamente osservabile;
la parita intrinseca di un fermione non é fisicamente osservabile; la parita intrinseca di una coppia fermione-antifermione é
osservabile e sempre negativa.

Dunque la parita intrinseca di un singolo fermione non € osservabile per cui 0 non si assegna ad essa alcun valore oppure se
ne assegna uno sulla base di una convenzione che non avra alcuna conseguenza fisicamente osservabile. La convenzione
solitamente accettata afferma che la parita intrinseca dei fermioni & positiva e quella degli antifermioni negativa. Tale
convenzione ha il vantaggio di fornire la parita intrinseca fermione-antifermione, che é osservabile, di valore negativo in
accordo con 'equazione di Dirac.
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La parita intrinseca dei bosoni, invece, & fisicamente osservabile per cui possiamo effettivamente domandarci se essa sia
indefinita o definita e, in questo caso, se sia positiva o negativa. Per rispondere a questa domanda analizzeremo ancora una
volta il caso della meccanica.

Anche nella meccanica classica dove ci si pud chiedere se i vettori associati alle grandezze fisiche siano vettori veri (parita negativa)
pseudovettori (parita positiva) oppure vettori con parita non definita (ad esempio la somma di vettori veri e pseudovettori). Si notera che in
meccanica non esistono grandezze vettoriali con parita non definita e che tutte le grandezze fisiche sono rappresentate o da vettori veri o da
pseudovettori, in ogni caso da vettori con parita definita. Perché 2 Il motivo & che le leggi dinamiche dei processi meccanici sono invarianti per
trasformazione di parita ovvero non sono in grado di modificare la parita il che significa che la parita iniziale di una certa grandezza fisica non
viene modificata nel corso del processo per cui le grandezze di parita differente si trasformano in modo indipendente e non sussiste la necessita
diintrodurre grandezze di parita non definita.

In modo analogo per sapere se le particelle esistenti in natura abbiano o non abbiano una parita definita dobbiamo domandarci
se le interazioni naturali cui queste sono soggette siano o non siano capaci di modificare la parita ovvero se, come si dice, le
interazioni naturali conservino o non conservino la parita. Ora la fenomenologia accumulata sulle interazioni naturali conferma
che le interazioni elettromagnetiche e forti conservano la parita mentre le interazioni deboli non la conservano. Dunque
dobbiamo attenderci che i bosoni ‘associati’ alle interazioni forti ed elettromagnetiche abbiano una parita definita (vale adire
generati da un campo di forza forte o elettromagnetico o attraverso la formazione di un sistema legato retto dalla forza forte o
elettromagnetica) mentre i bosoni associati alla interazione debole non abbiano una parita definita (in questo caso non si
conoscono stati legati e I'unica possibilita & che siano generati dal campo di forza debole).

Dato che I'interazione elettromagnetica e forte conservano la parita, & assai utile conoscere le parita intrinseche delle particelle
in modo da potere subito sapere se certi processi elettromagnetici o forti siano possibili oppure vietati. Per questo la parita
intrinseca di una particella, al pari dello spin, & un numero quantico molto importante e spesso lo si trova riportato ad esponente
con la seguente notazione _] p

dove J ¢ lo spin della particella se € puntiforme o il momento angolare complessivo se € composta mentre P=+1 & la parita
intrinseca (si ricordi che fermioni ed antifermioni hanno una parita convenzionale +1 e -1 rispettivamente).
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U La parita intrinseca del fotone

Solo i bosoni hanno una parita intrinseca osservabile. | bosoni fondamentali nel MS sono i quanti delle interazioni naturali
descritte da teorie di campo quantistiche per cui considerazioni sulla parita intrinseca dei bosoni richiedono di fatto
considerazioni basate su concetti avanzati. L’'unica di queste interazioni che possiede anche una descrizione macroscopica
& quella elettromagnetica per cui possiamo pensare di dedurre la parita intrinseca del fotone attraverso considerazioni
sulle equazioni di Maxwell.

Dato che il fotone € il quanto del campo elettromagnetico possiamo assumere che le loro parita intrinseche siano le stesse.
Dato poi che la struttura del campo elettromagnetico € descritta dai vettori campo elettrico e campo magnetico e dato che
questi possono essere calcolati a partire dal potenziale vettore per mezzo delle seguenti equazioni

B=[xA E=-Op-—
¢ ot

possiamo allora concludere che la parita intrinseca del potenziale vettore e, quindi, del fotone siano le stesse. Qual ¢ allora
la parita intrinseca del potenziale vettore? Ragioniamo come segue. Il campo elettrico € un vettore vero per cui si deve

avere Eoo 2=
PE(r,t) =—E(-T,t)
Ma allora devono essere vettori veri tutti e due i termini che compongono il campo elettrico ed in particolare il secondo per

cui si deve avere anche - N
PA(r,t) =—A(-T,t)

da cui discende che il potenziale vettore e quindi il fotone hanno parita intrinseca negativa. Ricordando poi che lo spin del
fotone & unitario lo troveremo indicato con la notazione JP=r.

Sulla base della cromodinamica si ottiene un risultato equivalente per i gluoni mentre per quanto riguarda i mediatori della
interazione debole questi non hanno parita intrinseca definita poiché, come vedremo, le interazioni deboli non conservano
la parita.
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U Parita orbitale

L’espressione che definisce la trasformazione di parita della funzione d’onda, sia che si tratti di fermioni che di bosoni, ci fa
comprendere che, nel caso piu generale, la funzione d’onda non ha un comportamento definito rispetto alla trasformazione

di parita. Infatti da Pll/(F;S’Sz) =n (/l(—F,S,SZ)

si vede chiaramente che se l//(F,S,SZ)?'-'l//(—F,S,SZ) la funzione d’onda non € un autostato della parita. Puo accadere
pero che la funzione d’onda abbia proprieta di simmetria tali da soddisfare la relazione l//(—r,s,sz)=/70rb Y(r,s,s,)dove
N, viene detta parita orbitale e deve evidentemente deve soddisfare la condizione 7,,,, 1],,, =1. Si avra allora

PY(r,s,s,) =N N, W(r,s,s,)

In questo caso la trasformazione di parita ha un esito definito e la funzione d’onda e un’autofunzione dell’operatore parita
con autovalori uguali al prodotto della parita intrinseca ed orbitale. Giungiamo allora alla conclusione che nel caso in cui la
funzione d’onda abbia una parita definita (sia autofunzione dell’operatore parita) questa pud assumere i valori dati dal
prodotto della parita intrinseca ed orbitale .

Un caso ben noto, nel quale la funzione d’onda ha proprieta di simmetria tali da soddisfare una relazione come quelle
soprascritta, si realizza quando la sua parte orbitale rappresenta uno stato di momento angolare orbitale definito ovvero &
autofunzione dell’operatore momento angolare. Si ha allora che

Y(r,s,s,)=9(r) x(s,5,) =@, (F)X(s,5,) =R (1) Y .(Z,0) X(s,5,)

Tenendo presente che in coordinate sferiche I'inversione degli assi si realizza per mezzo delle trasformazioni di coordinate

r - r Z9—>7T_Z9 ¢—>¢+ﬂ

e che le autofunzioni del momento angolare (armoniche sferiche) hanno la seguente nota proprieta

. YL,m(ﬂ_ 29’¢ T ﬂ) = (_1)L YL,m(7-97 ¢)
otteniamo

Y(7,s,5,) =R, (N Y, (T=F,¢ + M) X(5,5,) = (=1)'R, . (1) Y., (F,0) X(5,5.) = (=) ¢ (F,5,5,)
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la quale fornisce il risultato che uno stato di momento angolare orbitale definito di valore L possiede una parita orbitale data

dalla espressione

l70rb = (_1)L

da cui consegue anche il risultato piu generale che uno stato di momento angolare definito L ha una parita definita data dal

prodotto della parita intrinseca ed orbitale e dunque dalla espressione

P wL(F’S’SZ) :/7(_1)LwL(F’S’Sz)
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U Parita di uno stato di due particelle differenti con momento angolare definito

Abbiamo visto che gli stati a singola particella con momento angolare definito hanno anche una parita definita che si
calcola con una semplice regola. Cosa possiamo dire degli stati a due o piu particelle con momento angolare definito? La
parita & definita? Come si calcola?

Si pud mostrare in modo semplice che la parita intrinseca € una proprieta moltiplicativa per cui abbiamo, usando la solita

notazione, p ¢(1,2) =nn, ¢(1, 2)

In generale lo stato delle due particelle non ha un momento angolare definito e I’espressione data non puo essere
ulteriormente sviluppata. Se accade invece che il momento angolare totale sia definito, possiamo sfruttare il fatto che
nel riferimento del centro di massa il momento angolare totale delle due particelle si pud esprimere in funzione della

loro massa ridotta e della posizione e velocita relative L= [ To1 X Upq. Questo significa che uno stato di momento
angolare definito del sistema puo essere espresso per mezzo delle autofunzioni del momento angolare della singola
particella purché essa assuma il significato di momento angolare relativo . Abbiamo allora, sfruttando le note proprieta
d’inversione delle armoniche sferiche,

PY(1,2) =P (r,n) Xss, o Xss, ) =L W11 Xss s Xss, ) =
=00, Y (o) X Xsss,, =
=11, () W (F) Xss, Xss, =
=L ()W Xss o X, ) =00(12)

da cui si deduce che la parita spaziale di due particelle in uno stato di momento angolare definito L & dato data dalla
espressione

P (//(172) = ,71/72(_1)L (//(172)
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U Parita di uno stato di due particelle identiche con momento angolare definito
Se le due particelle sono identiche, la formula precedente conduce al seguente autovalore della parita complessiva

P (//(1’2) = ,71,72(_1)L (//(172) :,72(_1)Ll//(172) = (_1)L(/I(172)

La formula e corretta ma bisogna ricordare che nel caso di particelle identiche gli stati sono soggetti a limitazioni
addizionali derivanti dal teorema spin-statistica il quale richiede che lo stato di un sistema di due bosoni o di due fermioni
identici siano rispettivamente simmetrico e antisimmetrico rispetto allo scambio delle particelle

@(1,2) =24 (2,1)

Se lo stato di momento angolare & definito, dalle proprieta di simmetria della funzione d’onda otteniamo la relazione
Y(1,2) =@(1,5,,5.5555,55,.) W (T X (51,5, ) X(S,,8,,) =
=(D) Y (B (D)7 X(s,,5,.)X(5,5,,) =
==Y (B X5 X(S08,) = (50T w(3,2)

dalla quale risulta che il teorema spin-statistica & soddisfatto solo se valgono le seguenti limitazioni dette regole di
selezione

bosoni - (—1)""7 =41 L+s—s, —s =pari

fermioni — (—1)""7" = —1 L+s—s, —s, =dispari

Esempi : nel caso di bosoni identici con spin nullo tale regola richiede L pari e quindi /7=+1. Nel caso di fermioni identici di
spin s,=s,=1/2 e spin totale s=0 si ha che L pari e /)=1 mentre se s=1 si ha L dispari e 7=-1.
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Coniugazione di carica

Come accennato la teoria quantistica dei campi prevede che ad ogni particella sia associata una corrispondente
antiparticella del tutto identica sotto il profilo delle proprieta spazio-temporali (stessa massa e spin) e che si
differenzia solo dal punto di vista delle cariche interne (carica elettrica, carica leptonica, ...) che risultano
sistematicamente invertite. La generalita di questa corrispondenza rende utile Iintroduzione di una nuova
trasformazione detta coniugazione di carica, una trasformazione che inverte le cariche interne di ogni particella (non
solo quella elettrica!) trasformando ogni particella del sistema nella rispettiva antiparticella.

Si tratta evidentemente di una trasformazione la quale, diversamente da quelle considerate fino ad ora, non & di

natura spazio-temporale ma opera sulle proprieta interne delle particelle. Utilizzando la solita notazione nella quale
aggiungiamo pero le cariche interne abbiamo la seguente definizione dell’operatore coniugazione di carica

él//(FrS) Sz)qa)qbr'") =1]. 41/(?,5, 5,574 _qbym)

dove il numero 7). viene detto parita di carica (I’operazione ¢ in un certo senso analoga ad una trasformazione di parita
in un ipotetico spazio interno associato alle particelle sui cui assi coordinati stanno tutte le loro cariche).

Affinché uno stato sia autostato dell’operatore coniugazione di carica, ovvero abbia una coniugazione di carica
definita, € necessario che si abbia (si noti che in questo caso I'autovalore della coniugazione di carica coincide con la
parita di carica)

élﬂ(FrS» Sz)qa)qbr'") =17, lﬂ(F,S, S;,» 7, _qbf"') =17, w(F?s)Szfqa!qb!"')

condizione che pud essere soddisfatta nel solo caso in cui particella e antiparticella coincidano ovvero nel caso in cui
tutte le cariche interne della particella siano nulle (nel caso di uno stato composto le cariche interne sono la somma
delle cariche delle particelle componenti). Quando questo accade si dice che la particella o il sistema di particelle &
realmente neutro. Dunque solo le particelle o i sistemi di particelle realmente neutri hanno coniugazione di carica

definita.
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E’ chiaro che la reale neutralita & una condizione molto piu stringente della neutralita elettrica in quanto la reale neutralita
implica la neutralita di tutte le cariche interne mentre la neutralita elettrica implica la neutralita della sola carica elettrica (Es:
un atomo d’idrogeno ¢ elettricamente neutro ma non & realmente neutro. Infatti la coniugazione di carica trasforma tale
atomo in uno stato legato positone-antiprotone anch’esso elettricamente neutro ma certamente diverso dall’atomo
originario dal punto di vista della carica leptonica e barionica).

Poiché "applicazione ripetuta di questo operatore sullo stato deve fornire I'operatore identita otteniamo

62 w(F)S)Sz)qafqb"“) :,7C é\:g[/('_;’s?sz?_(qa?_(qb"“):,7c2 w(FPS’Sz’qa’qb’“‘) =1 w(Ffsfszfqafqb7“’)

da cui otteniamo che la parita di carica di una particella, quando é definita, pu6 assumere i valori +1 e -1

], =1

In modo analogo a quanto visto per la parita spaziale si pone il problema di sapere se gli stati fisicamente osservati ovvero le
particelle esistenti in natura abbiano coniugazione di carica definita o indefinita e, nel primo caso, se sia positiva o negativa.
La risposta puo essere trovata ragionando nello stesso modo: se la particella viene prodotta nel corso di un processo, oppure
é il risultato di uno stato legato, entrambi retti da una interazione che conserva la coniugazione di carica allora gli stati
fisicamente osservati avranno coniugazione definita positiva o negativa. Se invece I'interazione non conserva la coniugazione
di carica allora allora gli stati fisici non avranno una coniugazione di carica definita.

E’ bene allora sottolineare che tutti i test fino ad ora condotti hanno mostrato che le interazioni elettromagnetiche e forti
conservano la coniugazione di carica mentre le interazioni deboli violano la coniugazione di carica.

La coniugazione di carica di una particella quando € definita & dunque un importante numero quantico solitamente riportato
ad esponente a fianco della parita intrinseca secondo la notazione gia vista

JPC
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U La coniugazione di carica del fotone

Come abbiamo detto le particelle elementari che possono avere coniugazione di carica definita sono quelle realmente
neutre cioé prive di cariche interne. Dunque ne i leptoni (vedremo nemmeno i neutrini) ne i quark. Tra i mediatori delle
interazioni dobbiamo escludere i W e Z che non sono autostati ne di P ne di C ed i gluoni che, come vedremo, hanno carica
interna. Rimane il fotone!

Possiamo tentare di dedurre la coniugazione di carica del fotone ragionando sul campo elettromagnetico in modo analogo
a quanto fatto nel caso della trasformazione di parita. Dato un sistema di cariche elettriche in reciproca interazione queste
emetteranno campi elettromagnetici. Invertendo i segni delle cariche elettriche si invertiranno i segni delle cariche e delle
correnti del sistema e con esse dei campi elettrici, magnetici e del potenziale vettore. Dobbiamo allora concludere che la
coniugazione di carica ha I'effetto di moltiplicare per (-1) il campo elettromagnetico da cui deduciamo che (si vedano le
considerazioni fatte nel caso della parita del fotone) la coniugazione di carica del fotone vale -1 (JP¢=1"").

U Coniugazione di carica di una coppia fermione-antifermione

Solo i sistemi realmente neutri hanno coniugazione di carica definita. Nel caso di un sistema di due particelle ci sono solo due modi per
formare un sistema realmente neutro:

*  con due particelle realmente neutre. In questo caso la coniugazione di carica dello stato complessivo ¢ il semplice prodotto delle
coniugazioni di carica delle singole particelle;

e con due particelle che siano I'una I'antiparticella dell’altra ovvero con un sistema particella-antiparticella. In questo caso
I’autovalore della coniugazione di carica & determinato, come vedremo, dalla proprieta della funzione d’onda rispetto allo scambio
delle particelle. Un punto assolutamente essenziale da sottolineare & che tali proprieta di scambio sono determinate anche dal
teorema spin-statistica dato che, come diremo tra poco, anche un sistema particella antiparticella deve essere riguardato come un
sistema di due particelle identiche.

A prima vista un elettrone ed un positrone o qualunque altra coppia fermione-antifermione parrebbero particelle ben distinguibili e
dunque non identiche. Tuttavia dobbiamo osservare che una particella e la corrispondente antiparticella hanno uguale massa, uguale
spin (stesse proprieta spaziotemporali) e differenti numeri quantici interni per cui risultano distinguibili solo dal punto di vista di questi
ultimi.
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Se pensiamo i numeri quantici interni come numeri quantici associati a stati in uno spazio interno del tutto analogo allo spazio
fisico siamo indotti a pensare all’elettrone ed al positrone e piu in generale ad una coppia particella antiparticella come a stati
differenti della stessa particella. Questa idea risale ad alcuni lavori poco noti di Maiorana ed ad altri, ben piu noti, di Heisenberg
(1932) pill 0 meno contemporanei, ed & confermata dagli esperimenti. Questo significa che una coppia particella antiparticella
deve essere trattata come una coppia di particelle identiche che si trovano in un differente stato interno e quindi soggetta alle
limitazioni del teorema spin statistica per le particelle identiche (teorema spin statistica esteso). Stando cosi le cose dobbiamo
allora richiedere che il sistema fermione-antifermione sia descritto da una funzione d’onda antisimmetrica rispetto allo

scambio delle particelle
w(1,2) =-¢(2,1)
Possiamo ora iniziare il calcolo dell’autovalore dell’operatore coniugazione di carica del sistema fermione-antifermione
Cw(1’2) - Cw(n)s1rs1z?q1;rz)sz’szz’qz) :,7c,7cw(rﬂsﬂsu?qz;rz’szfszz7q1) =
:w(ﬁ’sﬂsufqz;'_;z’52’522’q1) =
= (_1)L(_1)5_51_52w(':;’Sziszz’qz;ﬁfs1fs1z?q1) =
== (=) ()=
== (=" (= w(,2)

dove, nella prima riga si € tenuto conto che le parita di carica delle due particelle sono le stesse, dato che le particelle sono

identiche, per cui il prodotto delle parita di carica vale necessariamente +1. Nell’ultima riga, invece, si & tenuto conto del
teorema spin-statistica esteso.

Abbiamo allora il seguente risultato che afferma che un sistema fermione-antifermione in uno stato di momento angolare
definito ha una coniugazione di carica definita data dalla equazione

CY(1,2) =(=0" "y (3,2)

Esempio: Nel caso di una coppia elettrone positrone si ha fermioni di spin s=1/2 otteniamo n.= (—1)“5
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Le ‘rotazioni’ negli spazi interni, i gruppi unitari SU(N)

Nelle pagine che precedono abbiamo analizzato, con un
certo  dettaglio, le trasformazioni a carico
essenzialmente della variabili spazio-temporali ed il loro
effetto sulla funzione d’onda mentre ['unica
trasformazione a carico delle variabili interne, fino ad
ora considerata, & la coniugazione di carica. E’ naturale
domandarsi se valga la pena considerare, nel caso delle
variabili interne, anche altri tipi di trasformazione come
ad esempio le rotazioni. Per quanto detto in precedenza
si capisce che la risposta dipende, in ultima analisi, dalle
proprieta delle interazioni naturali.

Come avremo modo di mostrare, esistono proprieta
delle interazioni naturali che é possibile mettere nella
forma di proprieta d’invarianza della dinamica rispetto a
‘rotazioni’ in uno spazio complesso interno associato alle
particelle. Questa modo di rappresentare le proprieta
delle interazioni risulta particolarmente vantaggioso
poiché le simmetrie conducono ad altrettante leggi di
conservazione (nella teoria dei campi attraverso il
teorema di Noether) che permettono una analisi
‘globale’ dei processi indipendente dai dettagli della
dinamica (come gia detto in precedenza, I'invarianza
delle leggi meccaniche rispetto alla rotazione della terna
d’assi conduce alla conservazione del momento
angolare nei processi meccanici che permette una analisi
‘globale’ della evoluzione del sistema indipendente dai

dettagli delle forze in gioco).

Anticipando allora alcuni temi che svilupperemo nel
seguito, diremo che, in molti casi, per descrivere certe
proprieta delle interazioni naturali

* risulta necessario introdurre un certo numero di
cariche e numeri quantici interni definiti in spazi
complessi di N dimensioni;

e che tali proprieta si traducono nella invarianza della
dinamica rispetto a trasformazioni lineari unitarie e
unimodulari in questi spazi ovvero rispetto a

trasformazioni appartenenti ai gruppi unitari SU(N).

Questo stato di cose fa dei gruppi unitari un concetto
trasversale capace di descrivere, all’interno dello stesso
formalismo, concetti fisici di natura assai differente
(qualche cosa di analogo alla equazione delle onde che
intervengono, con le stesse proprieta matematiche,
nella descrizione di fenomeni di natura fisica assai
diversa) come dimostra anche la loro continua
ricorrenza nel corso della storia delle fisica delle
particelle.
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NOTA : Storicamente, si usd per la prima volta un

gruppo unitario, in particolare il gruppo SU(2), nella
descrizione matematica del concetto di spin. Gia W.R.
Hamilton, introducendo nel 1843 il concetto di quaternione, si
era accorto che era possibile stabilire una precisa
corrispondenza tra le rotazioni nello spazio ordinario
tridimensionale (il gruppo di trasformazioni SO(3)) e le
trasformazioni unitarie unimodulari nello spazio complesso

bidimensionale (il gruppo SU(2)). Questa corrispondenza,
essenziale nella costruzione del concetto di spin,
viene affermata nella teoria dei gruppi dicendo che
SU(2) realizza un ricoprimento universale del gruppo

SO(3).

Pochi anni dopo ci si rese conto che queste
trasformazioni erano utili anche indipendentemente
dalla loro relazione con le rotazioni tridimensionali.
Infatti, per descrivere certe proprieta della
interazione forte tra protoni e neutroni, Maiorana ed
Heisenberg introdussero il concetto di ‘rotazioni’ in
uno spazio interno, complesso e bidimensionale delle
particelle equivalenti a trasformazioni di SU(2). Tale
spazio e legato alla esistenza di un nuovo grado di
liberta interno del protone e del neutrone che, a
causa della formale analogia con quello dello spin,
qualche anno dopo Wigner chiamera isospin.

Nel 1954 Yang e Mills, nella convinzione che
I’elettromagnetismo dovesse essere il modello
generale di tutte le interazioni naturali, ne proposero
una estensione basata sul gruppo unitario SU(N)
creando quella classe di teorie di campo note con il
nome di teorie di gauge. Quando ci si rese conto,
negli anni ’60, che il concetto di rottura spontanea
della simmetria poteva conferire una massa ai
mediatori di una interazione di gauge, si comprese
che Pinterazione debole poteva essere descritta per
mezzo di una teoria di Yang e Mills basata sui gruppi
U(1) ed SU(2) associati alla carica elettrica e all’isospin
debole (teoria elettrodebole).

Analogamente, quando si scopri che queste teorie
potevano dare luogo al fenomeno della liberta
asintotica (che tra le altre cose forniva una base
teorica alla evidenza sperimentale del confinamento
dei quark), si costrui una teoria delle interazioni forti
nella forma di una teoria di Yang e Mills basata sul
gruppo SU(3) di colore (cromodinamica quantistica).

Nel frattempo, nel 1964, I’analisi dello spettro degli
adroni condusse G. Zweig e M. Gell-Mann a formulare
il concetto di quark e ad introdurre una simmetria

approssimata basata sul gruppo SU(3) di sapore.
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Per chiarire la logica con cui procederemo, & utile richiamare il
modo in cui Heisenberg e Maiorana pensarono di trattare
alcune proprieta della interazione forte.

Da poco gli esperimenti di E. Rutherford avevano rivelato che il
nucleo era una struttura eccezionalmente compatta formata da
protoni e neutroni. Dato che i protoni erano soggetti ad una intensa
forza elettrostatica repulsiva, era evidente che all’interno del
nucleo operava una forza attrattiva ancora piu intensa di quella
elettromagnetica. Nonostante questo fosse quasi tutto cid che
allora si sapeva sulla interazione forte Heisenberg fece alcune
osservazioni che si riveleranno cruciali.

In primo luogo osservo che il neutrone ed il protone, avevano
si  una  diversa carica elettrica, ma avevano
(approssimativamente) la stessa massa, lo stesso spin (lo
aggiungiamo noi!) ed inoltre, all’interno del nucleo, si
attraevano con la stessa forza (fu una sua ipotesi!) il che
indicava che dovevano possedere la stessa ‘carica forte’.
Questo stato di cose suggeriva che ’eventuale scambio della
carica elettrica tra protone e neutrone non dovesse alterare
I’assetto del loro stato legato, per cui, si offriva la possibilita
di correlare le proprieta di un certo nucleo con quelle di altri
nuclei, ottenuti per mezzo del semplice scambio delle cariche.

Il passo successivo non poteva che essere quello di porre
questi contenuti fisici in una forma compatibile con i principi
generali della meccanica quantistica.

Il fatto che neutrone e protone avessero la stessa massa, lo
stesso spin e differente carica elettrica, rendeva possibile
interpretare la loro differenza semplicemente come una
diversa ‘posizione’ in un certo spazio interno associato alla
carica elettrica. Si introdusse allora un ‘vettore’ che poteva
assumere la ‘posizione’ del neutrone e del protone e con esse,
date le leggi della meccanica quantistica, anche tutte le

‘posizioni intermedie’ che dovevano essere interpretate come
‘stati miscelati’ di protone e neutrone.

Introdotta questa costruzione, il fatto fisico che il neutrone ed
il protone possiedono la stessa ‘carica forte’, viene ad essere
descritto dalla indipendenza della interazione forte stessa
dalla eventuale rotazione del vettore associato al protone-
neutrone (o, se si preferisce tenere i vettori fermi e ruotare i
riferimenti, dalla indipendenza della interazione forte stessa
dalla eventuale rotazione del riferimento nello spazio delle
cariche) ovvero dalla invarianza della interazione forte
rispetto a trasformazioni unitarie ed unimodulari (in
meccanica quantistica la norma degli stati si deve conservare!)
nello spazio della carica elettrica (dato che erano necessarie
due locazioni per ospitare gli stati di neutrone e protone si
tratta di uno spazio complesso bidimensionale e quindi di
trasformazioni di SU(2)).

A questo punto, era anche chiaro che per garantire questa
proprieta delle interazioni forti (cioe la loro indipendenza dalla
eventuale rotazione del riferimento) era necessario formulare
gli stati fisici (gli autostati) per mezzo di ‘vettori’ o, pil in
generale, ‘tensori ridotti’ formati attraverso prodotti
tensoriali o equivalentemente per mezzo delle cosiddette
rappresentazioni irriducibili del gruppo di trasformazioni.

Comprendiamo allora che: 1) dobbiamo introdurre un
generico spazio complesso (per semplicita bidimensionale); 2)
ipotizzare una certa trasfomazione lineare (unitaria e
unimodulare ovvero di SU(2)); 3) costruire le rappresentazioni
irriducibili del gruppo di trasformazioni; 4) descrivere gli stati

fisici della interazione per mezzo di tali rappresentazioni
irriducibili.
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Il gruppo unitario SU(2)

Consideriamo le trasformazioni lineari unitarie nello spazio complesso bidimensionale realizzate dalla matrice R 2x2 complessa, unitaria ed
unimodulare
a b

1) R= R'R=1 det(R) =1
c d

che opera su vettori complessi a due componenti che chiameremo spinori. In seguito ad una rotazione, uno spinore si trasformera in
accordo con lal’equazione r R

2) X, =R.x,
Dato pero che le componenti degli spinori sono complesse, dobbiamo ora considerare una possibilita che era assente nel caso delle

rotazioni nello spazio reale tridimensionale, vale a dire la legge di trasformazione dello spinore complesso coniugato
% * *
3) X i = RyXy

realizzata dalla matrice R* che & diversa da R. Questo fatto mostra che gli spinori ed i loro complessi coniugati si trasformano con leggi
differenti e pertanto devono essere considerati spinori di tipo differente. Giungiamo allora alla conclusione che il gruppo SU(2) ammette
due rappresentazioni fondamentali differenti (& evidente che questo accade anche nel caso di un generico gruppo SU(N)). Precisando un
poco il linguaggio indicheremo con 2 la rappresentazione fondamentale realizzata dagli spinori che si trasformano attraverso la matrice R e
con 2" la rappresentazioni fondamentale realizzata dagli spinori che si trasformano attraverso la matrice R*. Dato che nel gruppo SU(2)
esistono due rappresentazioni fondamentali, la 2 e 2%, giungiamo anche alla conclusione che, attraverso il prodotto diadico, si possono
comporre tensori di rango 2 di diverso tipo

22 >02" 2 02"

che si trasformano attraverso le matrici R&® R, R&® R*, R*® R'rispettivamente.

Il metodo tensoriale offre la possibilita di costruire rappresentazioni del gruppo delle rotazioni con dimensionalita superiore a quella
fondamentale. Seguendo questa strada, pero, si costruiscono rappresentazioni che ammettono sottospazi invarianti e che devono esser
ridotte sfruttando le proprieta del gruppo di trasformazioni (nel caso delle rotazioni nello spazio reale tridimensionali - vedi appendice -
tali proprieta ammettono la riduzione per mezzo della simmetrizzazione, antisimmetrizzazione e annullamento della traccia. Nel caso delle
trasformazioni unitarie la riduzione pud essere secondo gli stessi principi generali fatte salve alcune imporatnti differenze che discuteremo
nella pagine seguenti).
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Q Tensori20 2 (2*02%).
Consideriamo una coppia di spinori appartenenti alla rappresentazione fondamentale 2

4) X} =R X, Y} =Ry«

Se ora eseguiamo il prodotto tensoriale dei due spinori
X y XY, XYy
1 1 171 17 2
5) ]

X, Y, XY XY,

otteniamo un tensore di rango 2 del tipo 2//2 con 4 componenti indipendenti. Tale tensore realizza una rappresentazione
del gruppo delle rotazioni in campo complesso di dimensione 4 e si trasforma per rotazioni secondo la legge

6) (XJYk) = ijqu (prq
Il problema & ora stabilire se tale rappresentazione sia riducibile oppure no. Per capirlo riscriviamo la legge di
trasformazione nel modo seguente PN T

7) (Xj)/k)_ij (Xqu) qu
che pud essere facilmente posto in forma matriciale ponendo 2,=x;y,

- T
8) Q =RQOR
da cui si ottiene allora la legge di trasformazione dei tensori 2/7 2. Da questa espressione possiamo facilmente derivare la
legge di trasformazione del tensore 202 trasposto

9) QT=(RQR) =RTQ'R"=RQ'R’
che coincide con quella del tensore originario. Ora se immaginiamo 2 sia un tensore 2//2 simmetrico Q" =Q dalia 9) si
ha ' '
Q" =RQ'R" =RQR’" =Q

la quale mostra che sotto rotazioni un tensore 2[1 2 simmetrico si trasforma in un tensore di rango 2 simmetrico ovvero
che la simmetria di un tensore 2[12 & una proprieta invariante per rotazioni. In modo assolutamente analogo si mostra
anche che 'antisimmetria di un tensore 2//2 & una proprieta invariante per rotazioni.
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Consideriamo ora la traccia (si ricordi che nel caso delle rotazioni in campo reale questa fornisce un’altra proprieta invariante).
Eguagliando gli indici j e k dalla 6) otteniamo

' ' _ _ T

12) (ij,-) _RipRiq (prq) =X quRip Yp
che pud essere messa nella seguente forma matriciale (qualora si indichino con le frecce gli spinori e non i vettori)
— - T —

13) X''=XRRY
Dalla 13) si vede immediatamente che affinché la traccia non venga modificata dalla rotazione & necessario che valga la
relazione R'R=1
che non pud essere soddisfatta poiché, in campo complesso, la matrice R & unitaria e non ortogonale (RTR=RT*R=1).
Giungiamo allora alla conclusione che la traccia di un tensore 2//2 non é invariante per rotazioni.

Le considerazioni della pagina precedente chiariscono che la riduzione di un tensore 2//2 deve essere realizzata attraverso le
sole operazioni di simmetrizzazione e antisimmetrizzazione escludendo la sottrazione della traccia. Abbiamo allora la seguente

scomposizione
B T T
X1y1 X1y2 _1 X1Y1 X1Y2 + X‘]y1 X1y2 +l X1y1 X1y2 — X1y‘[ X1Y2

14 =—
) X2y1 X2y2 2 XZY1 XZYZ X2Y1 XZYZ 2 X2Y1 XZYZ XZY‘] XZYZ

RIS S S 2 PPN )[0 1]
172 271
2( x,y, +X,y. 2X,Y, 2 -1 0

la quale mostra che il tensore 2/72 a 4 componenti puo essere scomposto in un tensore simmetrico a 3 componenti ed uno
antisimmetrico ad 1 componente. Tali tensori sono irriducibili per cui giungiamo alla seguente scomposizione delle

rappresentazioni

15) 202=4=103
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QTensori 201 2%,

Consideriamo due spinori appartenenti alla rappresentazione fondamentale 2 e 2* che si trasformano secondo le leggi
seguenti

16) X; = Rk X, Y}* = R;LYZ

j
Se ora eseguiamo il prodotto tensoriale dei due spinori

X * * *
17) 1 |:| y’l — X1y1 )(1)/3f

* *
Xz )/2 X2Y1 XzYz
otteniamo un tensore di rango 2 del tipo 272" con 4 componenti indipendenti che realizza una rappresentazione del gruppo
delle rotazioni in campo complesso di dimensione 4. Questo tensore si trasforma per rotazioni secondo la legge
' 1%

18) (X;'Yk ):R;'pR:q (Xpyz)

Il problema & ora stabilire se tale rappresentazione sia riducibile oppure no. Per capirlo riscriviamo la legge di
trasformazione del tensore nel modo seguente

19)  (xy:) =Ry, (X,y,) Ry

che puo essere facilmente posto in forma matriciale ponendo Qu=x;y,". Si ottiene allora la seguente legge di
trasformazione dei tensori 2 [72" |
200 Q =RQR'

Da questa espressione possiamo facilmente derivare la legge di trasformazione del tensore 22 trasposto
22) QT =(RQR") =R"Q'R"=(R7) Q"R"=R"Q"R’

che non coincide con quella del tensore originario. Ora immaginiamo che £ sia un tensore 2 /72" simmetrico

2) Q=QF
sostituendo tale eguaglianza nella 22) si vede immediatamente che si deve avere anche
23) QzQ7

la quale mostra che la simmetria o antisimmetria di un tensore 2 /72" non & invariante per rotazioni.
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Consideriamo ora la traccia. Eguagliando gli indici j e k dalla 18) otteniamo
' 1% - * * — T * *
24) (Xi)/k )= Rikaq (Xpyq) =X Rpi qu Yq

che pud essere messa nella seguente forma matriciale (qualora si indichino con le frecce gli spinori e non i vettori )

* %

— * —
26) X'¥'" =XR'R'y
Dalla 26) si vede immediatamente che affinché la traccia non venga modificata dalla rotazione € necessario che valga la
relazione %
27) R'R =1

che viene effettivamente soddisfatta poiché, in campo complesso, la matrice R & unitaria (RIR=RT"R=RTR*=1). Giungiamo
allora alla conclusione che la traccia di un tensore 2/72" & invariante per rotazioni.

Le considerazioni precedenti chiariscono che la riduzione di un tensore 2/72* non puo essere realizzata con le operazioni di
simmetrizzazione e antisimmetrizzazione ma solo con la sottrazione della traccia. Abbiamo allora la seguente scomposizione

* * * * 1 O 1 0
28) |0y M=l A Lyt e xyd) LR CRARPR )
5 o 1) 2 0 1

X2y1 XzYz X2Y1 XzYz
:l X1Y1 _XzY2 2X1Y2 +1(X y* + x y*)[1 oj
* * * 171 272
2 2X2y1 _X1Y1 +X2Yz 2 0 1

la quale mostra che il tensore 2/72" a 4 componenti pud essere scomposto in un tensore a traccia nulla a 3 componenti ed un
tensore diagonale ad 1 componente . Tali tensori sono irriducibili per cui giungiamo alla seguente scomposizione delle
rappresentazioni

29) 202" =103
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Q Spinori 2* in rappresentazione 2

Dalle precedenti considerazioni risulta che se si vogliono comporre tensori di rango 2 ove compaiano sia gli spinori che i
loro complessi coniugati si deve necessariamente comporre un tensore misto 2X2* il quale comporta che i due spinori si
trasformino con leggi differenti. La domanda che ci poniamo ora ¢ se sia possibile formare tensori misti in modo tale che
gli spinori si trasformino nello stesso modo. Una proprieta di questo tipo risulta spesso assai comoda.

Confrontiamo le rappresentazioni scalari 1 ottenute rispettivamente da 2[]2 e 2[12" (vedi formule 14) e 28))

) _1( ) 1 _1( ) *) Lo
1 Xy, =X,y Xy, t X,y
2 2 2 (0] 2 b 202 o 1
Le rotazioni trasformano come scalari, ovvero lasciano invariate, le combinazioni di componenti spinoriali che

compaiono in queste espressioni . .
2.) XY, —X,Y, 2.2) Xy, tX,Y,

purché, come gia detto, si tenga conto che gli spinori della prima combinazione si trasformano entrambi con la matrice
R mentre quelli della seconda rispettivamente con R ed R*. Riscriviamo la 2.1) nel modo seguente

* *
X, (¥.) +%(=y,) XY, X,
ed osserviamo che scambiando le componenti spinoriali secondo lo schema indicato una combinazione si trasforma
nell’altra .

3 Y, -V y, - =Y,

Questo significa che i seguenti spinori
Y Y,

4) :
y2 Y1

si trasformano entrambi come spinori della rappresentazione 2.

22/12/2011 Prof. Nicola Semprini Cesari 44



Allo stesso risultato si pud pervenire anche direttamente. La 2.2) é una diretta conseguenza della unitarieta della matrice
delle rotazioni R (vedi formule 26) e27)) mentre per quanto riguarda la prima possiamo fare il seguente ragionamento.

Richiamiamo le leggi di trasformazione di due spinori della rappresentazione 2 (vedi 4))
X; = Ry X, Y; =Ry
che possiamo scrivere esplicitamente nel seguente modo

— R X1 y1 — R y1

X, Y, Y,
dove R ¢ la matrice 2X2 di rotazione. Le regole del calcolo matriciale permettono di scrivere queste due espressioni in un
modo che risulta particolarmente comodo per imporre condizioni sul determinante

X

X

'
1
'

2

X’ y' Xy
=R
XZ YZ XZ YZ
Ricordando ora che la matrice R € unimodulare otteniamo la seguente relazione
X, Y, X, Y X,
det| | 7' |=det(R)det| '~ |=det] "7’
x2 )/2 X2 )/2 x2 )/2

da cui si ottiene I’espressione L
X1y2 _X2y1 =X1)/2 _X2y1

la quale mostra che la 2.1) & invariante e che questa proprieta é una diretta conseguenza della unimodularita della matrice R
della rotazione.
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Gli Adroni

22/12/2011 Prof. Nicola Semprini Cesari



Abbiamo accennato all’inizio di queste lezioni come i raggi
cosmici all'inizio e poi, nell'immediato dopoguerra, gli
esperimenti su acceleratori abbiano portato alla scoperta
di un numero crescente di particelle instabili e di
brevissima vita media tutte capaci di interagire fortemente
(oltre che debolmente).

Si trattd di un fenomeno rilevante che porto alla scoperta
di oltre un centinaio di nuove particelle e che non aveva
una corrispondenza tra i leptoni che invece rimanevano in
numero ridotto.

Si sospettd ben presto che gli adroni non fossero
particelle elementari ma piuttosto sistemi composti da
particelle presumibilmente elementari. La prima proposta
di un modello effettivamente capace di spiegare le
proprieta degli adroni osservati fino a quel momento fu
fatta nel 1964, indipendentemente da M. Gell-Mann e G.
Zweig.

Il modello ipotizzava l'esistenza di un certo numero di
particelle elementari con certi opportuni numeri quantici
(allora erano sufficienti particelle, oggi ne sono necessarie
sei), ipotizzava alcune semplici proprieta della forza forte
che teneva unite queste particelle all’interno dell’adrone
(si tenga presente che I'interazione forte era in gran parte
sconosciuta allora) ed in questo modo riproduceva
correttamente molte delle proprieta degli adroni
osservati. Queste nuove particelle elementari furono
chiamate quark, un nome proposto dallo stesso M. Gell-

Mann e suggeritogli dai Finnegans Wake di J.Joyce, e il
modello, che da allora ha avuto notevoli evoluzioni,
modello a quark.

Il modello a quark rappresentd una fondamentale sintesi
capace di mettere ordine nella complessa fenomenologia
degli adroni e soprattutto capace di predisporre gli
elementi essenziali per la costruzione di una teoria
generale delle interazioni forti che si definira all’inizio degli
anni ‘70 con la cromodinamica quantistica. Da quel
momento "ambizione dei fisici & quella di spiegare le
proprieta degli adroni non attraverso la mediazione del
modello a quark ma direttamente dai principi primi della
teoria. Un percorso assai ambizioso a causa della estrema
complessita di questa interazione che ha conseguito molti
successi ma ancora lontano dall’essere concluso.

Nella pagine seguenti esporremo alcune proprieta generali
degli adroni cosi come emergono dagli esperimenti senza
entrare nei dettagli e poi, capovolgendo in un certo senso
il percorso storico, introdurremo immediatamente i quark
con le necessarie caratteristiche, postuleremo alcune
semplici proprieta della interazione forte e procederemo
alla costruzione degli adroni verificando a posteriori la
correttezza di alcune semplici previsioni.
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Proprieta generali degli adroni

Richiamiamo ora le principali proprieta degli adroni emerse nel
corso degli esperimenti sulle macchine acceleratrici.

Massa. L’insieme degli adroni tende a suddividersi in due
grandi famiglie: quella dei mesoni con masse superiori al
pione, ovvero maggiori di 140 MeV (dal greco mesos, con il
significato originario di massa intermedia tra I’elettrone ed il
protone) e quella dei barioni (dal greco barys, pesante) con
masse superiori al protone ovvero maggiori del GeV.

Spin. Tale suddivisione e rispettata anche dallo spin: i mesoni
hanno tutti spin intero (s=0,1,2) mentre i barioni hanno tutti
spin semintero (s=1/2, 3/2).

Famiglie di adroni. Sia i mesoni che i barioni eccetto pochi
casi si presentano in famiglie di massa molto prossima e
carica differente di valore -1, 0, +1 (in unita di e): ad esempio
la famiglia dei pioni m*, m, m°® o dei nucleoni p, n. Tende ad
emergere anche una diretta corrispondenza tra famiglie: ad
esempio quella trai pioni e le p*, p;, p°.

Stabilita. Ad eccezione del protone tutti gli adroni sono
instabili cioé decadono in altre particelle rispettando le leggi
cinematiche generali della conservazione della energia,
dell’impulso e del momento angolare.

Nonostante la loro varieta, i decadimenti avvengono
secondo questa modalita: prima avvengono uno o piu
decadimenti in adroni meno massivi in tempi rapidissimi
dell’ordine di 102s o anche pil. Raggiunti gli adroni piu
leggeri vi & infine il decadimento in leptoni in tempi molto
pit lunghi dai 10% ai 10™s. Si tratta evidentemente di
processi governati da due interazioni di diversa intensita.
Infatti, come vedremo, i primi sono controllati dalla

interazione forte mentre i secondi dalla interazione debole
|.Forte |.Forte  I.Forte 1.Debole

adroni — adroni' — ... —»Gdronlleggen — leptonl

Una caratteristica assai peculiare di queste catene di
decadimenti & che alcuni processi, apparentemente possibili,
risultano proibiti (ad esempio il decadimento del protone). E’
chiaro allora che, oltre alle leggi di natura cinematica,
operano anche leggi di natura non cinematica che prendono
il nome di leggi o regole di selezione e che si manifestano
nella scelta di certi canali di decadimento e nella esclusione di
altri. Vedremo come In fisica delle particelle le regole di
selezione osservate sperimentalmente vengano descritte
attraverso l'introduzione di specifici numeri quantici interni
(questa in generale non & una novita: in un qualunque processo
elettromagnetico ad esempio, anche macroscopico, opera la legge di

conservazione della carica che non é di natura cinematica. Il fatto nuovo &
che nelle interazioni forti, ma in generale nelle interazioni tra particelle, di

queste leggi ce ne sono tante!) .

Quando l'indagine sperimentale raggiunge il massimo grado
di dettaglio non solo si precisano i modi di decadimento
permessi e quelli non permessi (determinati dalle regole di
selezione) ma di ciascuno di essi si misura la rapidita del
processo, il peso percentuale relativo dei diversi processi
possibili (rapporto di diramazione o ‘branching-ratio’) ed
anche le caratteristiche cinematiche del processo
(distribuzione statistica degli impulsi, e degli spin dei
prodotti di decadimento).

22/12/2011

Prof. Nicola Semprini Cesari



| numeri quantici interni delle particelle

La prima intuizione della necessita di introdurre indici di stato
interni o numeri quantici interni nelle particelle per potere
spiegare le caratteristiche osservate di una interazione naturale,
nel caso specifico della interazione forte, risale al 1932 e la si deve
a W. Heisenberg.

Da poco gli esperimenti di E. Rutherford avevano rivelato che il
nucleo era una struttura eccezionalmente compatta formata da
protoni e neutroni. Dato che i protoni erano soggetti ad una
intensa forza elettrostatica repulsiva, era evidente che all’interno
del nucleo operava una forza attrattiva ancora pil intensa di
quella elettromagnetica. Nonostante questo fosse quasi tutto cid
che allora si sapeva sulla interazione forte Heisenberg fece
alcune osservazioni che si riveleranno cruciali.

In primo luogo intui che, nonostante neutrone e protone fossero
particelle diverse, dovevano attrarsi con una forza forte della
stessa intensita e che quindi dovevano possedere un qualcosa di
simile ad una carica forte dello stesso valore. Osservd poi che
neutrone e protone avevano una massa molto vicina per cui
dovevano rispondere alla interazione forte nello stesso modo
cioé con lo stesso comportamento cinematico. Questo fatto
suggeriva che, dal punto di vista della interazione forte, neutrone
e protone dovevano essere due particelle sostanzialmente
indistinguibili che potevano essere scambiate senza modificare
Passetto dello stato legato. In un certo senso piuttosto che
pensare neutrone e protone come due particelle differenti che
potevano trovarsi nel medesimo stato cinematico si pensava
neutrone e protone come la stessa particella che poteva invece
trovarsi in due differenti stati interni. Nel 1937, E. Wigner propose
il nome di isospin per questo numero quantico interno capace di
assumere i due valori di neutrone e protone.

L’introduzione di specifici numeri quantici interni si dimostrera,
negli anni seguenti, una intuizione fondamentale capace di
spiegare molte delle proprieta degli adroni:

= |'idea di potere scambiare certe particelle intrinsecamente
differenti ma di uguale massa senza alterare la reciproca forza
forte comporta I'esistenza di famiglie di stati legati di eguale
massa che sono, come abbiamo gia osservato, una
caratteristica peculiare degli adroni osservati. Questo fatto
puo essere spiegato immaginando che le interazioni forti siano
invariabili (simmetriche) rispetto allo scambio di determinati
numeri quantici interni;

* |'esistenza di regole di selezione nei decadimenti degli adroni
puo essere spiegata attraverso il gioco di certi numeri quantici
interni che devono conservarsi nel processo. Analogamente il
fatto che una volta raggiunti gli adroni piu leggeri si spengano
le interazioni forti ed emergano le molto meno intense
interazioni deboli significa che esistono numeri quantici interni
che si conservano nelle interazioni forti ma non in quelle
deboli. Il fatto infine che tra gli adroni ve ne sia uno
assolutamente stabile, il protone, significa che esiste un
numero quantico interno conservato da tutte le interazioni
esistenti. Si comprende allora come la stabilita o instabilita
delle particelle rispetto ad una interazione possa essere
ricondotta alla conservazione o non conservazione di specifici
numeri quantici in quella interazione.

Gia da queste considerazioni generali & possibile intuire come il
concetto di numero quantico interno, unitamente alle ipotesi
della loro conservazione e simmetria rispetto al loro scambio da
parte della interazione forte possa essere la chiave per descrivere
molte delle proprieta osservate degli adroni.
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| numeri quantici di sapore dei quark

Seguendo le idee appena illustrate faremo quindi le seguenti
assunzioni:

i)  Isei quark sono intrinsecamente differenti, per questo motivo,
oltre alla massa ed allo spin, viene attribuito a ciascuno di essi
un diverso numero quantico interno o sapore.

ii) | sei quark interagiscano con la stessa forza forte il che
equivale ad assumere che l'interazione forte sia indipendente
dal sapore oppure simmetrica rispetto allo scambio dei numeri
quantici di sapore. Si tratta in questo caso di una simmetria
esatta ovvero perfettamente rispettata [quando a questa si
aggiunge la coincidenza del valore della massa di due o piu
quark, coincidenza tipicamente approssimata, si perviene ad
una approssimata interscambiabilita tra i quark e la esatta
indipendenza della interazione forte dai numeri quantici di
sapore (simmetria esatta) diventa osservabile nella
approssimata indipendenza degli adroni dai numeri quantici di
sapore (simmetria approssimata)].

iii) I sei quark interagiscono fortemente conservando i numeri
quantici di sapore. Questo significa che nel corso delle
interazioni forti le trasformazioni di quark sono soggette a
limitazioni.

Dato che i sei quark sono intrinsecamente diversi il primo passo
potrebbe essere quello di attribuire a ciascun quark un diverso
numero quantico di sapore.

Si osserva pero che i quark up e down hanno masse molto simili
per cui questi due quark potrebbero essere pensati come una
stessa particella che pu0 trovarsi in due differenti stati interni che
potremmo chiamare sempre up e down.

Seguendo questa idea potremmo introdurre quattro sapori distinti

per i quark pil pesantic, s, t e b ed uno stesso sapore, che deve
pero potere assumere due valori diversi, periquarkued

quarks sein=x%n

t 180 Ge

b 5.0Ge

(i sapori sono sei ma arrangiati in modo da tenere conto del profilo
della masse dei quark). Per quanto riguarda i quattro sapori da
assegnare ai quark ¢, s, t e b non ci sono, per ora, particolari
commenti mentre, per i sapori da assegnare ai quark u e d,
dobbiamo spendere qualche parola.

[l modo piu diretto per introdurre un numero quantico capace di
alloggiare due diversi stati & quello di ispirarsi al concetto di spin in
meccanica quantistica. Si introduce uno spazio degli stati di spin sui
quali agiscono gli operatori di spin che per definizione soddisfano
le stesse leggi di commutazione degli operatori del momento
angolare orbitale. A causa di tali leggi gli operatori ammettono un
insieme di 2s+1 vettori di stato differenti (autovettori) dove s & il
valore dello spin della particella (nel caso in cui s=1/2 il numero di
stati differenti vale proprio due). L’idea, allora, puo essere quella di
prendere di peso il formalismo matematico dello spin per
descrivere le proprieta dei quark up e down rispetto alla
interazione forte.
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Introduciamo allora uno spazio complesso a due
componenti che chiameremo spazio di isospin. Dato che
vogliamo che gli stati possibili siano due assumeremo che
Iisospin abbia valore I=1/2. Assumeremo poi che sugli stati
di isospin agiscano gli operatori d’isospin che soddisfano le
seguenti leggi di commutazione

[’1”2]:”3 [’2”3]:”1 [’3”1]:”2
Date le regole di commutazione, gli stati possibili sono

autostati di I* ed I,. Inoltre, poiché I=1/2 gli autostati
autostati soddisfano le equazioni seguenti

6, =I0+1)¢,, 1=1/2
&, =156, [, ==1/2,+1/2

Seguendo la solita notazione abbiamo allora i due

autostati
61/2,1/2 61/2,—1/2

che assumeremo corrispondere rispettivamente al quark
up e down

61/2,1/2 =

1 0o

=u 1/2,—1/2: 1 :d

In questo modo ai due quark risulta assegnato un numero
quantico di sapore con le caratteristiche discusse in
precedenza.

Piu semplici sono le caratteristiche dei quantici di sapore
da attribuire ai quark s, ¢, b, e t. La grande differenza di
massa non ci permette di richiedere che, per quanto
riguarda interazione forte, i quark siano scambiabili tra
loro. E’ allora sufficiente introdurre semplici numeri, che
assumeremo di modulo unitario e di segno sia positivo che
negativo per uniformita con la terza componente
dell’isospin. Questi hanno nomi di fantasia posseduti,
nell’ordine, dai quark s, ¢, b e t: Stranezza (S,
‘strangeness’), Incanto (C, ‘charm’), Bellezza (B,
‘bottomness ‘ o ‘beauty’) e Verita (T, ‘truth’ o ‘topness’)

quarkssein=%n

1 1
a=23e [ Y VL=t C \C=+1 t \T=+
0.35 Ge 2 2115GeV 180 GeV
1 1
a1 d f=l-! s=—1 | b |s==
35G 5G 5G

Ricordando che le antiparticelle si ottengono attraverso
una operazione di coniugazione di carica che inverte i
segni di tutti i numeri quantici interni, assumeremo che gli
antiquark abbiano numeri quantici di sapore opposti in
segno a quelli dei quark.
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Come anticipato si assume che le interazioni forti
conservino i numeri quantici di sapore. Avremo modo di
mostrare che questa ipotesi, con 'assunzione aggiuntiva
che i numeri quantici di sapore di uno stato di piu particelle
si possano calcolare attraverso la semplice somma
aritmetica (numeri quantici di sapore additivi), ¢ in grado
di spiegare quali siano i processi siano permessi e quali
invece proibiti nel corso della interazione forte (regole di
selezione).

Assumendo invece che le interazioni deboli non conservino
i numeri quantici di sapore si rende conto del fatto
osservato che tutti gli adroni, dopo catene di decadimenti
velocissimi controllati dalla interazione forte si convertono
alla fine in leptoni attraverso un processo piu lento
controllato dalla interazione debole. Come abbiamo gia
osservato questa dinamica ha una eccezione, il protone,
che é stabile rispetto a tutte le interazioni. Questo significa
che deve esistere un numero quantico interno conservato
da tutte le interazioni. Questo numero quantico interno
viene detto numero barionico. Mostreremo che
assumendo che ogni quark abbia numero barionico ¥=1/3
si descrive perfettamente la fenomenologia osservata. In
accordo con le proprieta della trasformazione di
coniugazione di carica assumeremo anche che gli
antiquark abbiano numero barionico barionico % = - 1/3.

Osserviamo da ultimo che le convenzioni semplici e
razionali che abbiamo seguito nell’attribuire ai quark i loro

numeri quantici interni fanno si che esista una semplice
relazione tra la carica elettrica del quark, il numero
barionico ed i numeri quantici di sapore. Tale relazione,
che puo essere facilmente trovata per via diretta, prende il
nome di formula di Gell-Mann-Nishijima

1
Q= ;(&' +21,+S+C+B+T)
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La struttura a quark degli adroni

L’ipotesi fondamentale del modello a quark e che gl
adroni non siano particelle fondamentali ma composte da
due o piu quark. Sappiamo che gli adroni sono divisi in
due grandi gruppi quello dei mesoni tendenzialmente piu
leggeri e quello dei barioni tendenzialmente piu pesanti.
Sembra logico concludere che il numero di quark che
compone un mesone sia piu piccolo del numero di quark
che compone un barione.

Lo spin dei mesoni pud assumere i valori S=0,1,... mentre
quello dei barioni S=1/2, 3/2,...

Ricordando che i quark hanno spin s=1/2 e ricordando le
leggi di composizione del momento angolare di spin,
notiamo subito che con due quark privi di momento
angolare relativo si possono formare stati legati di spin
S=12®1/2=0®H1. Se i due quark hanno anche momento
angolare relativo lo spin complessivo pu0 innalzarsi anche
ad altri valori interi S=2,3...

Con tre quark privi di momento angolare relativo si
possono formare invece stati legati di spin
S=12@12®1/2=120(0B1)=1/2B1/2B3/2. Se i due quark
hanno anche momento angolare relativo lo spin
complessivo pud innalzarsi anche ad altri valori seminteri.

L’ipotesi quindi che i mesoni siano formati da due quark ed

i barioni da tre quark & in accordo qualitativo con
I’landamento delle masse e degli spin degli adroni.

Notiamo ora che la carica elettrica dei mesoni & sempre
nulla o unitaria il che significa che i due quark devono
essere in realta un quark ed un antiquark. In questo modo
si ottiene anche che il numero barionico di un mesone e
sempre nullo in accordo con il fatto che i mesoni alla fine
decadono debolmente in leptoni nonostante le interazioni
deboli conservino il numero barionico.

Anche la carica elettrica dei barioni & nulla o unitaria.
Ragionando sulle combinazioni si vede che solo
combinando tre quark si possono ottenere valori interi o
nulli della carica elettrica. In questo modo un barione ha
anche numero barionico 1 capace di spiegare la stabilita
del protone rispetto a tutte le interazioni.

Perveniamo allora a due fondamentali assunzioni del
modello a quark le quali affermano che
i mesoni sono stati legati di un quark ed antiquark i barioni

sono stati legati di tre quark e gli antibarioni sono stati
legati di tre antiquark.
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La struttura a quark dei mesoni

| quark hanno spin, momento angolare, carica elettrica e
numeri quantici di sapore. Formare un mesone legando un
quark ed un antiquark significa calcolare lo spin totale (che
nel quadro di un modello non relativistico si assume essere
la somma del momento angolare relativo e di spin dei
quark), la carica elettrica totale ed i numeri quantici di
sapore totali. Quest’ultima operazione non comporta
difficolta di alcun tipo nel caso di quantita additive (carica
elettrica ed anche quattro dei sei sapori dei quark) mentre
richiede un minimo di attenzione nel caso dei momenti
angolari o dell’isospin che si sommano secondo regole piu
complesse.

LI numeri quantici spaziotemporali dei mesoni

Osserviamo subito che per potere fare affermazioni anche
solo generali sulle caratteristiche degli stati legati quark-
antiquark sarebbe necessario avere certe informazioni
sulle proprieta forza forte che li tiene uniti. In mancanza di
queste informazioni si procede ipotizzando che il
potenziale sia centrale ed il sistema non relativistico
(soprattutto quest’ultima ipotesi pone dei problemi nel
caso dei quark leggeri!). In questo caso possiamo
affermare che un generico stato del sistema legato quark-
antiquark ha un certo numero quantico principale n, un
momento angolare orbitale relativo | ed uno spin totale s
pari alla somma degli spin dei quark componenti.

In particolare il momento angolare totale dello stato legato
vale J=I+S. Richiamando I’azione di P sulla parte orbitale
della funzione d’onda abbiamo

P (7)) =W (7T) = (D) W0 (F) = (5074, (7,

dalla quale si ottiene che la parita dello stato legato vale

P=(-1)"

Richiamando poi la

Cy(1,2)=Cy(1,0,52,0,) =Ny (1,9,52,9,) =
=(=0)" (=07 = (=) ()T (e (1,2) =
=1.4(1,2)

otteniamo che l"autovalore della coniugazione di carica
dello stato legato vale

71.=(=10"

Queste relazioni ci permetteranno, tra poco, di calcolare i
numeri quantici rilevanti degli stati legati quark-antiquark.
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Come in uno stato legato atomico, il sistema quark-antiquark
ammette tutta una serie di stati cha da quello fondamentale si
elevano in energia mano a mano che cresce il numero quantico
principale e variano i momenti angolari orbitali e di spin. Ad
esempio lo stato fondamentale si ha quando

L=0,s=0,J=L+S=0,P=(—1)""==1,C=(-1)" =+

da cui

JC=0"

che giustifica il nome a volte usato di stati pseudoscalari.

Il primo stato eccitato invece corrisponde ai momenti angolari

L=0,s=1, J=L+S=1, P=(—1)""=—1, C=(-1)"" =1

da cui
PC — -
J =1
che giustifica il nome a volte usato di stati vettoriali.

E’ chiaro che questi stati non sono che i primi due, esiste tutta una
serie di stati energia via via crescente, e questo per ciascuno dei
possibili sapori dello stato legato. Capiamo allora quanto
maggiore sia la complessita dello spettro adronico rispetto quello
atomico.

U1 numeri quantici di sapore dei mesoni

Per il calcolo dei numeri quantici di sapore dei mesoni ci
atterremo, quando necessario, al metodo tensoriale.

Se ordiniamo i quark in un vettore colonna seguendo i valori delle
masse otteniamo

I=1/2 (U u) I=1/2
d d
S=+1|5s s S=-1
C=-11|¢ C C=+1
B=+1|p b B =-1
T=-1|F t ) T =+1

dove con i colori abbiamo indicato il fatto che i quark up e down si
differenziano solo nella terza componente dell’isospin (u=1/2,1/2;
d=1/2,-1/2) poiché sono pensati come due stati diversi della stessa
particella a causa della prossimita della loro massa (simmetria
approssimata di isospin), mentre i rimanenti quark si comportano
come particelle differenti a causa della grande differenza nel
valore delle loro masse.

La struttura di sapore dei mesoni si ottiene facendo il prodotto
tensoriale dei due ‘vettori’

I=1/2 (U u) I=1/2
d d
S=+1|5s s S=-1

_ O
C=-1]c C C = +1
B = +1 b b B =-1
T=-1\7 t ) T=-+1

da cui risulta evidente che si ottengono 36 diverse combinazioni,
che identifichiamo con i mesoni, ripartiti in famiglie identificate da
specifici valori del sapore (isospin , stranezza, incanto, etc. etc.)
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(5)0(s)= (55)= (**) s =0

()0 (c)=(5¢)=(Ds)
()0 (s)=(e)=(05)
(5)0(p)=(3b)=(8z)

(£)0(s)=(5s)
()0 (1)=(5t)

(£)0()= (@) =(*) <

S=+1
C=+1
CcC=-1
S=+1
B=-1

( )S:—1
B =+1
S=+1

*

(*)3 2.,
S=-1

*

( >T__1
C=—1
B=-1

B=+1
C=+1
T=+1

=1

—1

Le lettere si riferiscono al nome del
mesone corrispondente allo stato
legato fondamen tale JP¢=0*.

Tutti gli stati sono osservati, e molti
studiati a fondo.

Quelli indicati con * sono stati che
noto non possano esistere a causa
della enorme massa del quark top
che rende l’interazione debole cosi
intensa che il top decade debolmen
te prima di potere formare uno
stato legato via interazione forte.

Infine gli stati indicati con ** hanno
una struttura di sapore tensoriale e
richiedono considerazioni aggiun
tive che faremo tra poco.

I=1/2(u) (u
d| |d
S=+|s s
C=—|c C
B=+|p| |b
T=—l% t
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Ci sono alcuni commenti che vale la pena fare sullo
schema delineato nella pagina precedente

il fatto che i quark up e down risultino disposti in un

doppietto d’isospin (spinore d’isopin) con masse molto
determina una corrispondente ripartizione dei mesoni in
doppietti di isospin di massa prossima. Naturalmente
sono possibili anche molti singoletti d’isospin (I=0)
come pure tensori d’isospin (I=1) che discuteremo tra
poco. In questo modo si spiega il fatto,
sperimentalmente osservato sin dagli inizi, che i mesoni
(come del resto anche i barioni) spesso si presentano in
famiglie di massa molto prossima e carica differente;

lo schema prevede l’esistenza di un certo numero di
mesoni realmente neutri (autostati della coniugazione
di carica). In linea di principio dovremmo attenderci 6
mesoni realmente neutri formati dalle coppie
ui, dd, ..., tt, tuttavia la coppia del quark top & esclusa
a causa della grande massa (vedi pag. prec.), quelle dei
quark up, down e strange sono soggette a fenomeni di
miscelamento particolari e per ora le escludiamo,
rimangono allora le coppie dei quark charm (n.) e
beauty (Y). Tutti gli altri mesoni non sono realmente
neutri ma, al piu, elettricamente neutri e risultano
corrispondersi in sistemi particella-antiparticella sia che
si tratti di singoletti d’isospin che di doppietti . Tra i
singoletti abbiamo allora le corrispondenze D¢* Dg,
B B,’, B.* B,” mentre tra i doppietti abbiamo le
caratteristiche corrispondenze dei doppietti di K, D e B

(mancano al solito quelli associati al top);

si noti che i doppietti del K, D e B contengono altre
particelle elettricamente neutre ma non realmente
neutre come le coppie K° K%, D°D° , B° B?, che
vanno ad aggiungersi alla coppia Bg° 1_350. Queste
quattro coppie sono di eccezionale interesse! Si tratta
di stati fisici elettricamente neutri che si differenziano
dal solo punto di vista del sapore (S=*+1, C=+1 e B=*1
rispettivamente). Dato che solo le interazioni forti
conservano il sapore dobbiamo attenderci che la loro
identita sia differente solo dal punto di vista di queste
interazioni: nulla impedisce che altre interazioni non
percepiscano questa differenza! In questo caso, dato
che la carica elettrica & la stessa, si osserverebbero
fenomeni diinterferenza tra le due identita ideali per lo
studio di aspetti fondamentali della fisica delle particelle
e della meccanica quantistica.

dobbiamo attenderci che le masse dei mesoni
aumentino mano a mano che entrano i quark strange,
charm e bottom. Un criterio orientativo per ottenere la
massa del mesone e quello di sommare le masse dei
quark costituenti e di sottrarre il contributo della
energia di legame. Le prime sono riportate all’inizio del
capitolo, la seconda ha un valore che va da 100 a 300
MeV (di pit, a questo livello, non si puo fare!);
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| mesoni con i quark leggeri u,d,s

Per quanto riguarda il sapore, gli effetti piu rilevanti
avvengono, come ¢ facile attendersi, dai quark leggeri up e
down che formano gli stati mesonici attraverso il prodotto
tensoriale di isospinori 2 & 2

u u

d d

Si potrebbe pensare che, in accordo con quanto avviene
nei mesoni formati da quark pesanti (pagina precedente),
la struttura degli stati fisici sia quella derivante dal
prodotto tensoriale dei due isospinori

u u uu ud

[] — S
d d du dd
ma in realta le cose non vanno in questo modo! Non
dobbiamo infatti dimenticare che per assicurare che
affinché sia assicurata linvarianza delle interazioni forti
rispetto alle rotazioni nello spazio d’isospin (a sua volta
legata alla indipendenza delle interazioni forti dallo

scambio dei quark up e down) é necessario che gli stati
fisici corrispondano alle rappresentazioni irriducibili del

gruppo di trasformazioni, in questo caso di SU(2). Non &
sufficiente, quindi, eseguire il prodotto tensoriale, &
necessario anche procedere alla riduzione del tensore.

Ricordiamo allora che le rappresentazioni irriducibili del
gruppo delle rotazioni nello spazio d’isospin,
analogamente a quelle delle rotazioni nello spazio
tridimensionale ordinario, si costruiscono formando
tensori che abbiano proprieta invarianti rispetto al gruppo
di trasformazioni. In generale tali proprieta sono la
simmetria, antisimmetria e traccia.

Come abbiamo visto, nel caso di tensori 2 ® 2 I’unico
invariante esistente e la traccia per cui abbiamo Ia
seguente separazione invariante della matrice

uu ud\ ((au-dd)/2 ud — (10

gu-ud)_(uu-dd)fz - ud 1 g

du dd du —(bu-dd)/2) 2 0 1
(si ricordi che il gruppo nel caso del gruppo SU(2) &
possibile stabilire una corrispondenza tra gli spinori 2 e 2
ed operare con tensori 2 @ 2. In questo caso I'invariante

sarebbe la simmetria e non la traccia ma si perverrebbe agli
stessi risultati).
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Come gia detto in precedenza, dagli elementi dellle due
matrici si ottengono i multipletti corrispondenti alle
rappresentazioni irriducibili associate ai tensori 2® 2 e
quindi dei mesoni leggeri. Abbiamo allora i tre stati di

sapore definito - _
du (uu-dd)/2 ud

che hanno evidentemente isospin 3=2I+1 da cui I=1,
numero barionico B=0 e carica elettrica Q=1, 0, -1. Abbiamo
poi lo stato -
uu+dd

di isospin 1=2I+1 da cui I=0, numero barionico B=0 e carica
elettrica Q=o.

Se ora consideriamo gli stati mesonici al livello
fondamentale JP¢=0+* gli stati di isopin I=1 corrispondono
perfettamente ai primi mesoni che furono scoperti, la
famiglia dei pioni m*n°mwdi massa 139.6, 135.0, 139.6 MeV
rispettivamente.

Data questa identificazione, anche lo stato di isospin I=0
dovrebbe avere una massa simile, poiché composto con gli
stessi quark tenuti insieme dalla stessa forza (dato che la
forza forte non dipende dal sapore, anche il contributo del
potenziale d’interazione al bilancio della massa dovrebbe
essere lo stesso). Il problema é che i mesoni I=0, J?*=0"* noti
sperimentalmente sono la 1) che ha una massa di 548 MeV e
la 17 che ha una massa di 958 MeV dunque molto piu alte dei
140 MeV previsti dal modello a quark.

Q11 miscelamento dei quark JP¢=0

Per spiegare questa forte discrepanza, I'unica possibilita,
all’interno del modello a quark, & ammettere che, per
qualche motivo, all’interno della n, oltre ai quark leggeri up
e down vi siano anche quark di massa superiore.

Dato che la simmetria di isospin e verificata in modo
soddisfacente I’eventuale contributo di quark pesanti deve
avvenire in accordo con la sua conservazione e quindi puo
provenire solo da stati quark-antiquark di isospin I=o0 e
numeri quantici di sapore tutti nulli.

Nel modello a quark esistono altre combinazioni quark-
antiquark con isospin I=0 e numeri quantici di sapore nulli.
Queste sono (vedi tabella pagine precedenti)

Ss cc bb

ma le ultime due devono essere scartate poiché
contribuirebbero con masse troppo elevate (si noti
dell’ordine di 3 e 10 GeV!) per cui non rimane che ipotizzare
che la ) contenga anche frazioni dello stato legato ss.

Comprendiamo allora che il miscelamento dei quark & un
fenomeno che coinvolge non solo i quark up e down ma
anche il piu pesante quark strano. Fenomeni di
miscelamento a carico dei quark ancora piu pesanti non
sono noti (per cui il fenomeno del miscelamento puo essere
utilmente affrontato nel pitt ampio contesto della simmetria
SU(3), ma noi seguiremo una strada un po’ diversa!).
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Seguendo le idee appena esposte ammetteremo allora
cheidue stati del modello a quark

+

= g =Gy Q
possano miscelarsi tra loro (si noti che il primo & stato
normalizzato). Conviene introdurre il miscelamento in
modo tale che venga preservata I'ortonormalita degli stati
e questo puod essere fatto attraverso una trasformazione
ortogonale

n, =cosdn, —sindn, (2)

a

n, =sind n, +cosIn,

vediamo allora che compare un secondo stato, quale ¢ il
suo significato? Ragioniamo come segue. Il modello a
quark prevede due stati I=0, JP=0* di massa circa 140
MeV indicati con 7, e n,. Sperimentalmente, invece, si
osservano due stati 7 ed 77’ di massa pil elevata. L’idea e
che gli stati 7 ed 17 possano essere identificati con quelli
‘ruotati” n," e n, il che comporta che l'angolo di
miscelamento debba essere tale da riprodurre la masse
osservate.

Il problema ora & quello di estrarre dagli stati le rispettive
masse, come si fa? In generale sappiamo che gli stati con
massa definita sono gli autostati dell’hamiltoniano del
sistema

H|g) =M|9)

da cui <(0|H|¢>:IV|

un punto problematico nel modello a quark & che facendo
questa assunzione, che appare la piu naturale, non si
riesce a riprodurre le corrette masse dei mesoni.

L’ipotesi che invece lavora correttamente ¢ la seguente

(gHlg) =m*  (3)

ovvero che I'elemento di matrice dell’hamiltoniano di uno
stato mesonico fornisce il quadrato della sua massa.
Facendo questa assunzione dalla (2) otteniamo

</7; H /7“> =M’ :<c0519 n, —sindn, ‘H‘cos:?l]a —sindn, > =
=cos’ I M, +sin’ I M, —2sindcosIM,, (4)
</7;J H /7b> =M; :<sinz9 n, +cosdn, ‘H‘sin:? n, + c0519/7b>

=sin’ g M, +cos’ J M, +2sindcosIM;, (5)

</7; H /7b> =0 :<cos§qa —sindn, ‘H‘sin:?l]a + cos:9/7b> = (6)
=sindcosd M. —sindcosd M, + cos’ I M, —sin* I M,
dove nell’ultima espressione si & tenuto conto della

ortonormalita degli statia’ e b’. Dalla (6) otteniamo

sindcosd
2 — MZ _MZ
® (cos® I-sin’ 19)( M) @)
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che sostituita nelle (4) e (5) fornisce le relazioni

. sin’ & cos’ &
M? =cos’ I M +sin’ I M, —2 ——(M; - M)
(cos® F-sin* )
. sin’J cos’ J
M, =sin* & M; +cos’ I M, +2——————(M, - M)
(cos®F—sin* )

In queste espressioni conviene lavorare con la differenza
M?,-M?, per cui scriveremo

, in’ & cos’
M2 =(1=sin* 9) M +sin® 9 Mg —2—— = 2> T (pp —p2)
(cos®F—sin’ )
, in 9 cos’
M2 =(1-cos’ 9) M +cos* I Mg +2—— = 2> T (pp )
(cos® F—sin’* )
da cui
M2 =M =sin* 9 (Ve ~ME) > 50y
(cos® F—sin’ )
M? =M =cos’ & (M2 — M) +2 5‘”2‘9“’?;9 (M — M)
(cos®F—sin’ )
. in’ & cos’
M? =M. =[sin’ 9 212 S22 Z (M M)
(cos®F—sin* )
. in’ & cos’
M2 =M =[cos 9 +2— 2O ¥ e —pp)

(cos®F—sin* )

passando ora al quoziente di queste espressioni
otteniamo

M? =M. _ (cos’ §—sin* P)sin® I -2sin*F cos’ I _
M? =M~ (cos’ 9—sin’ F)cos’ I +2sin’ $ cos’ 9
__sin*d+sin’Jcos’d _
 cos*F+sin Fcos’d

-tg*d

e quindi la seguente relazione che fornisce Pangolo di
miscelamento tra gli stati a e b in funzione delle masse
degli statia’, b’ ed a

M? — M
M, —M;

tg’d (8)

In questa formula le masse degli stati a’, b’ sono date
sperimentalmente mentre la massa dello stato a non e
nota poiché a non e uno stato fisicamente osservato. La
sua massa deve essere calcolata nel modo seguente.

Dalla (1) si ha :(Uu+ad)
(au+ad)>
75

1
NG
e quindi
1
:;(zmj +w’ +2m) +w’) =2m’ +w’ (9)

M =(n,|H

.) =<(qusad) ‘ H

dove si & posto m,=m, e si & rappresentata la massa dello
stato legato come somma delle masse dei quark e della
inerzia w? associata alla energia di legame che é
indipendente dal sapore.
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Per connettere la (9) alle masse degli stati fisici possiamo
osservare che

M., =(ud|H|ud) =2m’ +w*  m, ~m,
M; =(Us|H|ts) =m} +m] +w’

le quali ci dicono che nella (9) lo stato a coincide con il pione di
cui sappiamo la massa m_[/140 MeV.

Dunque, tornando alla formula (8) abbiamo

M? =M
tg*d=—1—1

M? =548 M} =958" M =140’ —_a
5 b, =95 M- M

da cui

J~29°

Richiamando le (1) e (2) otteniamo

n, =cos?d —(uujzdd) -

(Uu +dd) (Gu+dd)
V2 V2

le quali forniscono la composizione a quark dei mesoni 77 edr}.
Tali formule rendono evidente il meccanismo del miscelamento
dei quark che innalza la massa della 7 eds ben al di sopra della
massa del pione attraverso frazioni consistenti di quark strani.

(Gu+dd)
5

sind(ss) =0.87 —0.48(’ss)

n, =sind +cos9(55) =0.48 +0.87(ss)

U I mesoni JP°=0*coniquarku,d, s

Il fenomeno del miscelamento dei quark complica un poco la
configurazione degli stati fisici nel cosiddetto settore dei quark
leggeri u, d ed s mentre non interessa in nessun modo quello

dei quark pesanti ¢, b e t (&’ questo uno dei motivi per cui,
spesso, la trattazione dei mesoni contenentii quark u,d ed s e
separata da quella dei mesoni formati con i quark pesanti). Per
questo pud non essere inutile uno schema riassuntivo dei
risultati ottenuti.

Come pil volte detto, il sapore dei mesone formati da quark leggeri si
ottiene attraverso il prodotto tensoriale

u u
d| O |d
S

che da origine alle seguenti combinazioni (separate in isospin)

u u) (uu ud

g = _ _ =

d d du dd

_((Gu-dd)/2 ud . (tu+dd)/2 0
du —(tu—dd)/2 0 (Uu+dd)/2

(Gu+dd) /2
(Gu+dd)/+2

@u+dd)/2, (3s) a@

- (du, (Gu—dd)/~/2, ud)

ol
® 5[ (i)

(s) Us) = (ss)
Dei nove mesoni attesi, la famiglia dei 7t e dei K emerge direttamente

da queste combinazioni mentre 7 eds emergono solo dopo il
miscelamento.
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Come abbiamo gia commentato la famiglia di mesoni carichi di
isospin I=1 & chiaramente identificata con la famiglia dei pioni che
hanno massa rispettivamente 139.6, 135.0, 139.6 MeV. Vi sono poi
due doppietti di mesoni con isospin 1=1/2, stranezza S=-1 ed S=+1. Si
tratta dei Kaoni di massa superiore poiché contengono il quark s
che ¢ pili massivo dei quark u e d. La loro massa € 493.7 e 497.6
MeV per ogni doppietto. Si noti inoltre che abbiamo due mesoni
elettricamente neutri K°e K° ma non realmente neutri. Come
vedremo le interazioni deboli determinano wuna serie di
sorprendenti fenomeni in questa coppia di mesoni. Vi sono infine i
due stati 1=0, uno di massa prossima al pione, I'altro di massa
molto pil elevata, che, attraverso il miscelamento danno luogo ai
mesonin ed n’ che hanno masse di 548 e 958 MeV.

| 9 mesoni appena discussi rappresentano gli stati fisici della
interazione forte identificati da numeri quantici di sapore che
I’interazione forte stessa conserva. Se a questo aggiungiamo
che i 9 mesoni JF¢=0"*sono i piu leggeri (essendo formati da
coppie quark-antiquark nello stato fondamentale di piu
bassa energia) giungiamo facilmente ad alcune interessanti
conclusioni di ordine generale che & facile sottoporre a
verifica sperimentale

* se il mesone ha almeno un numero quantico di sapore non
nullo (quindi la maggior parte dei mesoni m, K, D, B etc.
etc.) allora non pud decadere attraverso linterazione
forte poiché dovrebbe esistere un mesone piu leggero
con lo stesso sapore. Tali mesoni possono decadere solo
via interazione debole e quindi hanno vite medie
nell’intervallo 108-10" s;

* se il mesone ha tutti i numeri quantici di sapore nulli (n, n’,
N., Y) allora la stabilita non € immediatamente garantita
perché con due o piu mesoni & possibile formare molti
stati finali con numeri quantici di sapore nulli, quindi
accessibili alle interazioni forti. In particolare e facile
formare numeri quantici di sapore nulli combinando due o
pit pioni (ma anche in coppie K K etc. etc.) i quali,
essendo di piccola massa, rendono instabili, rispetto alle
interazioni forti, tutta la serie di mesoni n, n’, n., Y. Tali
mesoni quindi tendono perlopiu a decadere alla fine in
sistemi di pioni (ed anche kaoni) i quali, come gia detto,
decadono solo debolmente.

O I mesoni JPF¢=1-coniquark u, d, s

Secondo il modello a quark, i 9 mesoni JF¢=0* (L=0, S=0)
considerati nel paragrafo precedente devono avere una
esatta corrispondenza in 9 mesoni JP¢=1- (L=0, S=1) che si
differenziano solo per l'orientazione dello spin dei due
quark, antiparalleli nel primo caso e paralleli nel secondo.

In effetti, sono noti da molto tempo i seguenti mesoni JF¢=1—
che corrispondono perfettamente a quelli JP¢=0*

(', 1, )~ (p(770)", p(770)°, P(770)")

(K", K?) - (K7(892),K™(892))

(K, K) ~  (K7(892),K™(892))

;77' - :()EZZ)) stati miscelati di (EU—J;CD e (5s)
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Per quanto riguarda I'angolo di miscelamento, nel casodi
questa serie mesonica si ha

: . 2 -M
M =782 M, =1020" M =770" tg'd=—+—"Ho
M —=M;

da cui ottiene il seguente angolo di miscelamento per i
mesoni w e @

F~11°

e quindi la seguente struttura di sapore degli stati

a(782) =cosd (UUTJ;HO’) —sind(ss)=0.98 (UUTJ;HO’) —0.20(ss)
@(1020) =sind w + cosd(ss) = o.2o@ +0.98(5ss)

la quale mostra che il mesone w ha una struttura di sapore
costituita quasi solamente da quark leggeri u e d mentre la @
quasi solamente da quark s. Dato che di solito si indica con il
termine miscelamento ideale la perfetta separazione della
componente (s5) da quella (uti + dd) spesso si dice che we
@sono prossime al miscelamento ideale.

Per quanto riguarda la stabilita, dobbiamo ricordare che
questa serie mesonica contiene coppie quark-antiquark che
si trovano nel primo stato eccitato (spin paralleli, detto stato
di tripletto) per cui dobbiamo attenderci che pur, in accordo
con la conservazione del sapore, via interazione forte sia
possibile produrre mesoni della serie fondamentale JF¢=0.
In effetti i dati sperimentali confermano questo stato di
cose: l'intensita della interazione forte e tale che i mesoni

JP¢=1— possono sussistere solo per tempi brevissimi che, a
causa del principio di indeterminazione, determinano ampie
fluttuazioni nel valore della massa di questi mesoni

AEAt=H  Am=—"
At

Le larghezze del picco di massa di questi stati misurate
sperimentalmente (queste possono facilmente essere
convertite in tempi) sono di 150 MeV nel caso delle p(770),
50 MeV per le K*(892), 8 e 4 MeV per le w(782) e @1020). E’
chiaro che con questi tempi, dell’ordine di 10" s 0 anche piu,
tali particelle non possono raggiungere nessun apparato di
misura per cui la loro osservazione avviene attraverso
I’osservazione dei prodotti di decadimento (raccogliendo un
numero elevato di prodotti di decadimento e costruendo poi
la loro massa invariante si formano addensamenti di eventi
in corrispondenza di certe masse che sono 'unica segnatura
fisica possibile di questi stati altamente instabili).

Quanto detto dovrebbe chiarire che altre serie mesoniche
devono essere possibili a valori di massa ancora piu elevati,
corrispondenti a stati legati quark-antiquark ancora piu
eccitati. Altrettanto chiaro dovrebbe risultare il fatto che,
aumentando il numero di canali accessibile via interazione
forte, tali stati risulteranno ancora piu instabili e di durata
ancora piu breve e dunque, alla fine, con picchi di massa
ancora piu larghi. E’ proprio questo il fatto che impedisce alla
spettroscopia mesoni di essere precisa e conclusiva come la
spettroscopia atomica.
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La struttura a quark dei barioni

Secondo il modello a quark i barioni risultano composti da tre
quark per cui dobbiamo attenderci che siano assai pil
complessi dei mesoni sia dal punto di vista cinematico che
della struttura di sapore. A questo si aggiunge poi il fatto che
nei barioni sono ricorrenti coppie o addirittura terne di quark
identici che sono soggetti alle limitazioni imposte dal
principio di Pauli e che ne complicano notevolmente la
costruzione. In quel che segue per contenere la complessita
del problema limiteremo le nostre considerazioni alle sole
combinazioni dei quark u, d, s.

LI numeri quantici spaziotemporali dei barioni

Come nel caso dei mesoni ipotizzeremo che anche i barioni
siano uniti da una forza trattabile con un potenziale centrale
e che il sistema sia non relativistico (quest’ultima ipotesi pone
dei problemi nel caso dei quark leggeri!). Possiamo allora
affermare che un generico stato del sistema legato quark-
antiquark ha un certo numero quantico principale n, un
momento angolare orbitale relativo L ed uno spin totale pari
alla somma degli spin dei quark componenti. In particolare il
momento angolare totale dello stato legato vale J=L+S.

Osserviamo che il momento angolare orbitale non pud che
essere intero mentre il momento angolare di spin non pud
che essere semintero per cui concludiamo che il momento
angolare totale dello stato deve essere semintero e dunque i
barioni appartengono alla famiglia dei fermioni.

Richiamando I’azione dell’operatore di parita sulla parte
orbitale della funzione d’onda abbiamo

P¢(ﬁ2’F3) :I71l72/73¢(_ﬁ2’_'_;3)
:,71/72/73 (_1),-12 (_1)L3 ¢(ﬁ2"_;3)

dalla quale, assumendo positiva la parita intrinseca dei quark,
otteniamo la seguente espressione della parita dei barioni

p=(~)"

Si osservi che, dalla stessa espressione si ottiene anche
I’espressione della parita degli antibarioni

p=—(=)™

che risulta in accordo con il fatto che la partita intrinseca di un
fermione é opposta a quella di un antifermione.

Tenendo conto che la somma degli spin dei quark puo valere
s=1/291/291/2=1/2P3/2 e che il minimo momento orbitale
totale vale L,,=L;=0 si ottiene che lo stato fondamentale di un
barione ha L=0, s=1/2 e J=1/2 e quindi anche P=+1. Il primo stato
eccitato invece avra L=0, s=3/2 e J=3/2 e sempre P=+1.
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U I barioni formati dai quark u, d ed s

Un barione & uno stato legato di tre quark e, come tale,
caratterizzato da una funzione d’onda spaziale, di spin e di
sapore. Dato che vogliamo limitare le nostre considerazioni
allo stato fondamentale ed al primo stato eccitato
assumeremo il momento angolare totale L=o0, lo spin totale
s=1/2, 3/2 e quindi gli stati JP=1/2*, 3/2*.

Per quanto riguarda il sapore possiamo utilizzare un
procedimento simile a quello impiegato con i mesoni.
Mettendo in evidenza la struttura in isospin dei tre quark il
sapore del barione si ottiene dal prodotto tensoriale

it

che pu0 essere scomposto nei seguenti prodotti
u u u
[ U
d d d
u 0 u |:|()
S
d d
u
[(s) U(s
AEIORS[O

(s) 0 (s) O(s)

Tenendo conto che i doppietti di quark up-down hanno
isospin I=1/2 e stranezza S=0 e che i singoli quark strani
hanno 1=0 e S=-1 abbiamo i seguenti numeri quantici di
sapore

u u u
ol |o i='olol=goool=3p!
d d d 2 2 2 2 2 2

1=3/2,1/2 S=0

(ZJD[ZJD(S) l=§D§=1Do

S=0+0—-1=—1

I=1/2 S=-2
S=-1-1-1=-3

I=0 S=-3

Sarebbe naturale pensare che i barioni formati dai quark u, d
ed s - arrangiati nei multipletti d’isospin indicati - si replichino
in tutti gli stati di momento angolare come accade nel caso
dei mesoni. Invece il confronto con i dati sperimentali
disponibili mostra che le cose non stanno in questo modo.
Infatti si osservano 8 barioni JP=1/2* e 10 barioni JP=3/2*.
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possibili multipletti d’isospin di un barione

qaqq S=0 1=3/2,1/2
qqs =-1 1=1,0

qgss =2 1=1/2

SSS =3 1=0

multipletti d’isospin JP=1/2* sperimentalmente osservati

qaqq S=0 1=3/2,1/2 940
qqs S=-1 1=1,0 190§+ y- S0 1115
qss S=-2 1=1/2 35 =0 =-

SSS S=-3 1=0

multipletti d’isospin JP=3/2* sperimentalmente osservati

qqq  S=0 1=3/2,1/2  3° A+ At A0 A
qqs S=-1 1=1,0 1385 s+ SO- SO
qss S=-2 1=1/2 1530 =*0 =*-

SSS $=-3 |=0 1670 ()
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Basta uno sguardo allo schema della pagina precedente
per rendersi conto che i barioni JP=1/2* e JP=3/2* occupano
solo alcuni degli stati di isospin accessibili ad un sistema di
tre quark. Per quale motivo certi stati d’isospin vengono
esclusi?

Per cercare qualche suggerimento, € necessario analizzare
un poco piu a fondo le proprieta degli stati dei quark
all’interno dei barioni. Per rendere piu semplici le nostre
considerazioni rappresenteremo graficamente la funzione
d’onda dei barioni nel modo seguente

w(ﬁ)':;)?;)XN/Yz)/Y_:,)gw52)53) -
=0-0(1,2,3)X(1,2,3)¢(1,2,3) =

T Vsin

:¢L=o(17273) q1 qz q3

'“‘ ‘l, ‘l,isospin

dove abbiamo tenuto conto che nei barioni JP=1/2* e
JP=3/2* il momento angolare orbitale totale é nullo
(precisiamo inoltre che con questa notazione gli spin e gli
isospin compaiono associati a specifici quark mentre in
realta esistono altre combinazioni. Ci convinceremo
comunque che eventuali altre combinazioni non
altererebbero le conclusioni cui perverremo).

Dato che nei barioni che stiamo considerando |'unico

contributo al momento angolare proviene dallo spin &
evidente che nei barioni JP=3/2* lo spin dei singoli quark
deve essere allineato mentre nei barioni JP=1/2* lo spin di
un quark deve essere opposto a quello degli altri due.
Conviene allora cominciare con i primi che, data la
disposizione degli spin, sono certamente piu semplici da
analizzare.

La Q™ , che e formata da tre quark identici ed ha numeri
quantici 1=0, JP=3/2*, ¢ allora rappresentata nel modo

seguente 1‘ 1\ 1\

Q =¢_(1,23) s s s

Evidentemente la funzione d’onda di spin & simmetrica
rispetto allo scambio di due qualunque quark identici. Dato
poi che il momento angolare totale & nullo e la parita
intrinseca dei singoli quark positiva anche la funzione
d’onda orbitale & simmetrica rispetto allo scambio di una
qualunque coppia di quark identici. Concludiamo allora che
la funzione d’onda completa della €~ é simmetrica rispetto
allo scambio di due qualunque quark identici.

Esaminiamo ora la A (I=0, JP=3/2*) anch’essa formata da

tre quark identici. Si ha 1‘ 1‘ 1‘

A=¢_123 g q q

trt
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Per quanto riguarda la funzione d’onda orbitale e di spin
valgono esattamente le stesse considerazioni fatte prima,
per l'isospin osserviamo che, valendo 1=3/2, € necessario
che gli isospin dei singoli quark sono allineati tra loro per
cui la funzione d’onda d’isospin & simmetrica rispetto allo
scambio di una qualunque coppia di quark. Giungiamo
allora alla conclusione che anche la funzione d’onda
completa della A é simmetrica rispetto allo scambio di due
qualunque quark identici.

Consideriamo ora la =* (I=1/2, JP=3/2*) formata da due

quark identici. Si ha
‘ rA 4

= =¢-,(123) g s s

)

con gli stessi ragionamenti concludiamo immediatamente
che la funzione d’onda completa della = * & simmetrica
rispetto allo scambio dei quark identici.

Infine la Z* (I=1, JP=3/2*) formata anch’essa da due quark

identici 1\ 1‘ 1‘

> =¢.,(423) g q s

(I

evidentemente la funzione d’onda completa della 2 * &
simmetrica rispetto allo scambio dei quark identici.

Ora non ci sono altri barioni JP=3/2* da analizzare tuttavia
risulta molto utile rappresentare anche gli stati d’isospin
non occupati. Cominciamo con lo stato di tre quark

identici /W\ ,W\ ,“\

Lo TP(02,3) g g g

:_,_jP:_
2 2

. R 2\
e poi con quello con due quark identici

(O N
g g s
(R

e evidente che nel caso di questi stati la funzione d’onda
completa non risulta in generale simmetrica rispetto allo
scambio dei quark identici. Anzi, in alcuni casi (quando gl
isospin  sono  contrapposti) essa deve risultare
antisimmetrica. In questi stati, quindi, non risulta possibile
soddisfare il criterio della simmetria rispetto allo scambio
di due quark identici che, a quanto pare, deve essere un
requisito fondamentale affinché un barione JP=3/2* possa
sussistere.

oo =6.(1,2,3)

1=0,JF=2
2

Giungiamo allora alla conclusione che i barioni JP=3/2*
osservati sperimentalmente sono descritti da funzioni
d’onda complessivamente simmetriche rispetto allo
scambio dei quark identici.
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Senza cercare per ora di comprenderne il significato,
vogliamo ora analizzare i barioni JP=1/2* nella speranza che
quello appena enunciato sia il principio capace di
riassumere le peculiarita di tutti gli stati barionici.

Come osservato, nei barioni JP=1/2* lo spin di un quark
deve essere opposto a quello degli altri due. Consideriamo
allora il doppietto nucleonico N (I=1/2, JP=1/2*) formato da
tre quark identici ed immaginiamo che spin ed isospin sia

disposti come indicato
v 1
N =6¢.0023) g9 g ¢

(RN

Consideriamo poi la Z (I=1, JP=1/2*), formata da due quark
identici di cui ipotizziamo la seguente disposizione di spin

ed isospin 1\ 1\ ‘l’

2 =¢(123) g9 q s

la A (=0, JP=1/2%), pure formata da due quark identici con
la seguente possibile disposizione di spin ed isospin

t vt

qa g9 s

(R

N =¢._.023)

ed infine la = (I=1/2, JP=1/2*), con la seguente possibile
disposizione di spin ed isospin ‘L 1\ 1\

= =¢..(,23) g s s

v

In tutti questi barioni e risultato possibile riprodurre i
corretti numeri quantici, mantenendo, al tempo stesso, la
funzione d’onda complessiva simmetrica rispetto allo
scambio di due quark identici (si noti che nel caso di N e
della A si ha che sia la funzione d’onda di spin che di
isospin sono antisimmetriche rispetto allo scambio dei
quark identici il che assicura che la funzione d’onda
completa debba essere simmetrica). Non risulta invece
possibile assicurare questa proprieta nel caso degli stati
formati da quark tutti identici 1=3/2, JP=1/2* e 1=0, JP=1/2*

Pyt
q
)
)

Y. o o =0.0123)

3JP

|== =

q q
()
I
TV
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Concludiamo allora che anche per i barioni JP=1/2* la
simmetria della funzione d’onda complessiva rispetto allo
scambio di due quark identici & un requisito necessario
affinché lo stato possa sussistere.

Riassumendo, possiamo allora affermare in generale che
dffinché un barione J°=1/2* e 3/2* possa sussistere é
necessario che la funzione d’onda completa sia simmetrica
rispetto allo scambio dei quark identici. Rimane ora da
stabilire il significato di questa restrizione.

[dUn nuovo grado di liberta dei quark

La conclusione appena riassunta contiene un grave
paradosso poiché apparentemente viola il fondamentale
teorema spin- statistica il quale richiede che la funzione
d’onda di due fermioni identici (quali sono i quark di cui
stiamo parlando) sia complessivamente antisimmetrica
rispetto allo scambio delle particelle.

Non ci sono alternative, o il teorema spin-statistica fallisce
nel caso dei barioni, oppure abbiamo omesso qualche
fatto fisico sostanziale.

Se ripensiamo con attenzione a cio che abbiamo fatto nel
precedente paragrafo comprendiamo che cid che abbiamo
realmente dimostrato é che la funzione d’onda di un
barione é simmetrica quando scambiamo la posizione, lo
spin e l'isospin di due quark identici. Se scartiamo I’ipotesi
che il teorema spin-statistica sia sbagliato, [I'unica
possibilita € ammettere che tali scambi non coincidano con
lo scambio delle due particelle e questo é possibile solo se
nei quark esiste un grado di liberta interno fino ad ora non
considerato. Secondo i principi generali della meccanica

quantistica tale grado di liberta dovra essere descritto da
un nuovo ‘pezzo’ di funzione d’onda che dovra essere
antisimmetrica rispetto allo scambio dei quark in modo da
ripristinare la complessiva antisimmetria della funzione
d’onda quando si scambiano quark identici in accordo con
il teorema spin-statistica.

Questo nuovo grado di liberta interno pud essere
introdotto per ora nella forma di un nuovo numero
quantico interno che viene conservato dalle interazioni
forti e che chiameremo colore. Come gia osservato il
colore di un barione deve essere antisimmetrico rispetto
allo scambio dei quark per cui deve possedere una
struttura algebrica non banale quale quella di un vettore in
un spazio interno complesso di dimensione N che
chiameremo spazio di colore. Per assicurare la
conservazione del colore sara sufficiente rappresentare gli
stati fisici per mezzo delle rappresentazioni irriducibili del
gruppo di trasformazioni su questi vettori che
assumeremo essere unitarie ed unimodulari, dunque
trasformazioni di SU(N).

Le proprieta dei vettori di colore devono essere tali da
assicurare Pantisimmetria della funzione d’onda di colore
non solo rispetto allo scambio di due quark ma anche di tre
quark come richiedono i barioni Aed Q.

Se il colore di un quark viene descritto dal vettore
complesso ad N componenti

C.

il colore di due quark, secondo le regole generali della
meccanica quantistica, & descritto dal tensore di rango 2

' "

C;Cy
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ed il colore di tre quark dal tensore di rango 3

' " "m
il quale per spiegare le proprieta dei barioni deve essere
antisimmetrico rispetto allo scambio di una qualunque
coppia di vettori (ovvero di indici)

Cjkl = _ijl Ciy = _Clkj C;‘kl = _lek‘

J

Ora si noti che questa condizione richiede che le
componenti del tensore con due indici uguali debbano
essere tutte nulle _ _

ji = Cp =0
per cui le uniche componenti non nulle sono quelle con
valori distinti dei tre indici. E’ chiaro che affinché cio sia
possibile & necessario che il vettore di colore abbia tre o piu

componenti.

* Se il vettore di colore ha 3 componenti il tensore Cj
completamente  antisimmetrico pud avere 6
componenti non nulle

C1z3 C132 C213 C231 C312 C321

di cui una sola indipendente in virtu dell’antisimmetria.
Dunque se il vettore di colore ha dimensione 3 il colore

di un sistema di tre quark é rappresentato da un tensore

con una sola componente indipendente ovvero da uno
scalare.

Immediata conseguenza di questo fatto € che non si
pud formare un tensore dirango 4

C

che sia antisimmetrico rispetto allo scambio di una
qualunque coppia di quark. Questo fatto, a sua volta,
comporta che non sia possibile attribuire un colore ad
uno stato legato di 4 quark il che equivale ad affermare
che non possono esistere stati legati di 4 quark. Dunque
se il vettore di colore ha 3 componenti si possono
formare stati legati di 3 quark ma non di 4 quark.

ikim — €€ Cy

Altrettanto immediata € la conseguenza che stati legati
di due quark devono avere un colore rappresentato da
un tensore di rango 2 antisimmetrico

Cy =¢iC,

che ha 3 componenti indipendenti. Dunque se il vettore
di colore ha 3 componenti il colore di un sistema di 2
quark é rappresentato da un tensore antisimmetrico con
3 componenti indipendenti.
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Se il vettore di colore ha 4 componenti, il colore di uno
stato di tre quark & rappresentato dal tensore

Cjkl =G ¢

con 4 componenti indipendenti, mentre il colore di
uno stato legato di 4 quark viene rappresentato dal
tensore

C

che, in questo caso ha una componente indipendente
(é facile mostrarlo con prova diretta). Dunque risulta
possibile attribuire un colore ad uno stato legato di 4
quark il che equivale ad affermare che possono
esistere stati legati di 4 quark. Giungiamo allora alla
conclusione che se il vettore di colore ha 4 componenti
si possono formare stati legati sia di 3 quark che di 4

quark.

Immediata € anche I’affermazione seguente: se il
vettore di colore ha 4 componenti il colore di un
sistema di 2 quark é rappresentato da un tensore
antisimmetrico con 6 componenti indipendenti.

"o

ikim — €€ Gy

Se il vettore di colore ha 3, 4 o piu componenti, il colore
di uno stato quark-antiquark (mesone) &
rappresentato dal tensore

' "%

dove abbiamo tenuto conto che, secondo le regole
generali, dobbiamo attribuire il vettore di colore ¢*
agli antiquark.

Si deve ora ricordare che abbiamo assunto che la
dinamica sia invariante per trasformazioni lineari,
unitarie ed unimodulari nello spazio di colore. In
particolare la condizione di unitarieta assicura che Ia
traccia del tensore di colore del mesone
— ' "%

G =¢C
sia uno scalare per cui abbiamo Ila possibilita di
associare uno scalare di colore non solo ai barioni ma
anche ai mesoni. Si sottolinea che questa possibilita
non ha alcuna relazione con la dimensionalita del
vettore di colore ma solo con il fatto che le
trasformazioni nello spazio di colore sono unitarie.
Dunque affermeremo semplicemente che poiché le
trasformazioni nello spazio di colore sono unitarie
risulta possibile rappresentare il colore di un sistema
quark-antiquark con uno scalare.
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Dato che le conseguenze che discendono dalle diverse
opzioni sul numero di dimensioni del vettore di colore sono
tutte fisicamente ragionevoli si capisce che la scelta non
puo che essere demandata agli esperimenti.

Ora, gli esperimenti affermano in primo luogo che non
esistono barioni formati da 4 quark . Questo significa che il
vettore di colore e con esso lo spazio di colore deve avere
dimensione 3. Gli esperimenti affermano anche che si
osservano stati legati di 2 quark del tipo quark-antiquark
(mesoni) o stati legati di 3 quark (barioni) ma non stati
legati di 2 quark del tipo quark-quark. Questo significa che
il colore degli adroni esistenti in natura & sempre
rappresentato da uno scalare (quest’ultima condizione
viene spesso affermata dicendo che gli stati legati esistenti
in natura sono bianchi).

(La funzione d’onda di colore

Riassumendo, esiste un nuovo grado di liberta interno nei
quark chiamato colore cui € associato lo spazio di colore. |
vettori di stato e con essi lo spazio di colore ha 3
dimensioni il che significa esistono 3 diversi colori.

Come conseguenza, per ciascun sapore esistono tre quark
di colore differente e quindi in totale 6x3=18 differenti tipi di
quark nel modello standard.

Per essere in accordo con la esistenza dei mesoni e dei
barioni si deve ipotizzare che possono esistere solo gli
adroni il cui colore & uno scalare (nello spazio del colore). In

questo modo la struttura di colore degli adroni risulta
essere definita nel modo seguente.

Nel caso dei mesoni il colore e definito dalla traccia del
tensore

C — ' "% — ' "% + ' "% + ' n%

ovvero dalla somma dei contributi delle coppie quark-
antiquark di ciascun colore (coppie quark-antiquark
colorate). Giungiamo allora alla conclusione che la parte di
colore della funzione d’onda di un mesone pud essere
scritta in forma normalizzata

' "%

C = C.C, + c.C, + C3C3
2 \/’
3

dove C, & un numero complesso. La funzione d’onda
completa di un quark up o down (con isospin) € data allora
dalla espressione

w(ﬁ"_;z’)(ﬂ)(ﬂfﬂfzfcﬂcz) :¢(ﬁ"_;2))(12 512 C12

mentre quella di un quark con un qualunque altro sapore s

ws(ﬁ":;f)(17)(27c1’c2) :¢(ﬁ’F2)X12 ’12 C12
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Nel caso dei barioni il colore e definito dal tensore
completamente antisimmetrico

m

Ciu =€,CC

che ha una componente indipendente. Per ottenere le
componenti di questo tensore si pud ricorrere ad una ben
nota proprieta del determinante il quale cambia di segno
quando vengono scambiate due colonne (o righe)
qualunque. In questo modo, se disponiamo i vettori c’, ¢”
e c”” nelle colonne di una matrice quadrata 3x3, dal
semplice sviluppo del determinate otteniamo la corretta
struttura del colore di un barione

¢ c
C=det|c, ¢, c |=
C3 C3 C3
CC,C, —C,C,C, —C,C,C, +C,C,C, +C, C,C, —C, C,C,

Si vede allora che la struttura di colore di un barione & ben
piu complessa. Essa e data dalla somma o differenza di
termini ciascuno formato dai tre quark di differente colore
che pud essere scritta in forma normalizzata

oo

e

1-2%3 123

' m. n "o m nom m o n

—CCC —C,CcC +CCC +C CC —C, CC

C
123 \/g

La funzione d’onda complessiva di un barione formato da
quark con isospin potra essere scritta nella seguente forma

w(rw r3)/Y1)X2)X3)<z1752’53’C1’C2’C )_
_¢( rh, 3)/Y123 6123(:

mentre se uno o piu quark hanno un altro sapore, in luogo
della funzione d’isospin si pu0 usare un pedice nella
funzione d’onda come fatto nel caso dei mesoni. Al di la di
questi dettagli il punto essenziale & che con Pintroduzione
del colore risulta stabilita 'antisimmetria complessiva della
funzione d’onda dei barioni rispetto allo scambio di due
quark identici come richiesto dal teorema spin-statistica.
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Verso una teoria delle interazioni forti

Lo comprensione degli stati adronici per mezzo del
modello a quark rappresenta un importante traguardo in
quanto chiarisce gli elementi essenziali per la costruzione
di una teoria dinamica delle interazioni forti sul modello
dell’elettromagnetismo.

La sorgente fisica della interazione forte sono i quark che
hanno spin s=1/2 ed esistono in 6 diverse varieta o sapori
ciascuno con un proprio valore della massa.

La forza forte irradiata dai quark & la stessa per tutte e 6
le tipologie ovvero la forza forte é indipendente dal sapore
o simmetrica rispetto a trasformazioni nello spazio dei
sapori.

Nonostante questo, essendo diversa la massa, cambia la
risposta cinematica dei diversi quark alla forza forte per
cui tale simmetria risulta per lo pit nascosta.

Accidentalmente i quark up e down possiedono una massa
molto prossima per cui risulta utile introdurre il sapore
nella forma di un numero quantico interno con due
possibili ‘posizioni’ detto isospin (formalmente analogo
allo spin).

Nel caso degli altri quark le differenze di massa sono tali
che si introduce il sapore nella forma di un numero
quantico interno per ciascuno dei 4 quark rimanenti (S=-

1,C=+1,B=-1,T=+1).

Le interazioni forti non modificano il tipo di quark ovvero
conservano il sapore.

Con questi gradi di liberta si riescono a spiegare
correttamente le proprieta dei mesoni ma non dei barioni.
Questi ultimi richiedono l'introduzione di un ulteriore
grado di liberta interno, detto colore, con [ipotesi
addizionale che l'interazione forte sia tale per cui solo gli
stati scalari di colore possano realizzarsi.

Stabilire a quale di questi numeri quantici o gradi di liberta
interni corrisponda la carica forte non & semplice. nel
corso degli anni 60’ divenne progressivamente chiaro che
poteva essere possibile costruire una teoria di gauge dove
il ruolo di sorgente dei campi di forza era giocato dal
colore che acquisiva in questo modo il reale ruolo di
carica...
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Cosa si misura in un esperimento ?

Gli esperimenti di fisica delle particelle, pur nella loro enorme varieta, hanno accesso
essenzialmente a due tipi di processi
: : : o o p.m,
* il decadimento di una particella in N particelle finali;
* la diffusione di una particella (proiettile) da parte di un’altra (bersaglio) con la

produzione di N particelle finali; PM ———

Per quanto riguarda i processi di decadimento di solito si misura la probabilita che una particella,
nel proprio sistema di riferimento, decada nell’unita di tempo in N particelle, ciascuna delle quali in
una certa situazione cinematica. Questa quantita, detta probabilita differenziale di decadimento,
puo essere espressa per mezzo delle sole regole generali della meccanica quantistica ed assume la

forma seguente 4 N 3
dr = (2”) IMF &*(P-) )|‘| dp
(271)°2E,

Per quanto riguarda invece i processi di diffusione si misura solitamente la probabilita che la
particella di un fascio unitario (cioé d’intensita pari a una particella al secondo per unita di
superficie) venga diffuso da un bersaglio unitario (cioé contenente una particella per unita di
superficie!!!). Quando tale probabilita é riferita ad una certa situazione cinematica delle particelle
finali si ha la sezione d’urto differenziale =

4 N PM p,m,
(Zﬂ) 54 dpl 2
e my O RR e

In queste espressioni le proprieta fisiche della interazione, responsabile del decadimento o della diffusione, sono interamente contenute
nell’lampiezza del processo M. Gli altri termini sono sostanzialmente normalizzazioni mentre la funzione delta assicura la conservazione della
energia e della quantita di moto (appendice?).

L’ampiezza di transizione M & poi connessa alla matrice S del processo i cui elementi definiscono la probabilita che un certo stato
iniziale, precedente I’'interazione, evolva in uno stato finale successivo alla interazione

(PRISlp.-p ) =1-in0" (B +P. = Yp) M ]

Dato che questa probabilita € cid che viene di fatto misurato in un esperimento concludiamo che la matrice S é la vera
osservabile in esperimenti di fisica delle particelle.

pP.m,

\\
M p,m,
\

gl

do =
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La costruzione teorica della matrice S

Quest’ultimo punto deve essere commentato. Di regola in un esperimento lo stato delle particelle iniziali, vale a dire la loro
natura, I'energia, la quantita di moto e lo spin sono note essendo essenzialmente determinate dall’acceleratore. Lo stato
delle particelle finali invece viene misurato dai rivelatori. E’ chiaro che sia lo stato iniziale che quello finale si riferiscono ad
istanti di tempo rispettivamente molto precedenti e molto successivi alla interazione fascio-bersaglio che avviene in una
regione molto piccola situata all’interno dell’esperimento. Dunque del processo d’interazione non viene misurata
I’evoluzione temporale ma viene registrato solamente I’esito asintotico ovvero, come gia detto, le probabilita che certo stati
iniziali, precedenti I'interazione, evolvano in certi stati finali successivi alla interazione, probabilita che definiscono gli elementi
della matrice S.

Questo stato di cose comporta che il confronto di certe misure sperimentali con le previsioni di certe teorie sia possibile solo
se si & in grado di calcolare gli elementi della matrice S a partire dai principi primi della teoria. Spesso il calcolo & cosi difficile
che non si arriva ad un confronto con i dati non perché i principi della teoria non siano noti ma solo perché non si &
tecnicamente in grado di calcolare gli elementi della matrice S. Oggi si trova in questa particolare situazione la teoria delle
interazioni forti, la cromodinamica quantistica! Vediamo un po’ piu in dettaglio il problema.

Normalmente una teoria di campo & formulata a partire da una densita di Lagrangiana L(y, 0y) dipendente dai campi delle
particelle materiali e delle forze e dalle loro derivate, nonché dalle masse e dalle cariche interne delle stesse. Di solito la
densita di Lagrangiana si presenta come somma di due gruppi di termini: i) un gruppo di termini che contiene tutti i campi
della teoria gli uni indipendenti dagli altri (lagrangiana libera); ii) un gruppo di termini che invece specifica le possibili
interazioni tra i diversi campi della teoria (lagrangiana d’interazione). Ad esempio la densita di lagrangiana della
elettrodinamica quantistica (QED), si presenta nella forma seguente

Lago =P, 0" =) =2 (@"A'O,A,) =@ ) A*

fermioni liberi bosoni liberi interazione fermioni-bosoni

Lagrangiana libera Lagrangiana d’interazione
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| diagrammi di Feynmann

Dalla lagrangiana & semplice derivare le equazioni del moto dei campi che costituiscono un insieme accoppiato di equazioni.
Nel caso della QED abbiamo il seguente sistema

0,0'A, =~-e(@y )
iy, 0"y —my =ey, Ay
i0“gy,+my=-egy,A"

Premesso che la soluzione esatta di questo sistema non & nota nemmeno nel caso della QED, ¢ bene precisare che 'andamento
temporale dei campi stessi non sarebbe comunque accessibile agli esperimenti i quali, come si & detto, gli elementi della
matrice S. A partire dalle equazioni del moto, la matrice S pud essere ottenuta nella forma di una serie di potenze nella
costante di struttura fina (qui indicata con e [71/137) detta serie di Dyson. La forma in serie della matrice S & assai utile in
quanto organizza 'interazione in contributi di peso decrescente con ’laumento della potenza della costante di struttura fina. |
termini della serie hanno una struttura caratteristica basata sulla ripetizione di alcuni elementi fondamentali ai quali Feymann
penso di associare una rappresentazione grafica (diagrammi di Feynmann). Nel caso della QED tali elementi vengono
rappresentati graficamente nel seguente modo

4 Y : |

o
Q.
E [ ] [ ] [ ] o, L]
; | f :
L] ®
vertice elettrone elettrone positrone positrone  fotone fotone propag. propag. propag.
iniziale finale iniziale finale iniziale finale elettrone positrone fotone
U
B _ _ . ypitm g
iey, u(p,s) u(p',s') vip,s) v(p's) &,(kA) €, (kA" ’ﬁ i kfv
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La cosa notevole di questo approccio e che connettendo tra loro questi
elementi fino a formare una figura nel piano detto diagramma e associando
poi, ad ogni elemento del diagramma, le espressioni indicate nella pagina
precedente, si ottiene il termine n-esimo della serie di Dyson della matrice S
dove n é il numero di vertici del diagramma (ci sono alcune regole accessorie
sui segni che qui non riportiamo) .

Un vertice.

Abbiamo, ad esempio, diagrammi che rappresentano rispettivamente la emissione
(assorbimento) di un fotone da parte di un elettrone libero e I’annichilazione di un
elettrone ed un positrone liberi con produzione di un fotone (come indicato nelle
precedenti regole di corrispondenza, un positrone equivale essenzialmente ad un
elettrone che si propaga contro il 'orientamento del tempo). E’ bene sottolineare che
questi, che sarebbero i processi elettrodinamici pit elementari non possono realizzarsi
perché vietati dalla conservazione della energia e dell’impulso. Se invece una o piu delle
particelle entranti o uscenti, anziché essere libere, sono virtuali (e dunque inserite in un
processo piu ampio), allora questo processo puo realizzarsi entro i limiti stabiliti dal
principio di indeterminazione.

Due vertici.

Abbiamo alcuni processi ben noti, facilmente leggibili. Si osservi che & possibile che lo
stesso stato finale delle particelle (e quindi lo stesso processo) sia raggiunto attraverso
processi intermedi (virtuali) differenti. Ad esempio la diffusione positrone-elettrone
pud avvenire per mezzo dell'irraggiamento (assorbimento) di un fotone da parte
dell’elettrone e del positrone (primo diagramma) oppure attraverso I'annichilazione
delle due particelle in un fotone seguita dalla conversione dello stesso fotone di nuovo
nelle due particelle. Annichilazione elettrone-positrone in due fotoni

tempo

tempo

tempo

tempo

tempo

Diffusione elettrone-elettrone (Moller Scattering)
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Diffusione elettrone-positrone (Bhabha Scattering)
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Diffusione elettrone fotone (Compton scattering)

X
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Il problema degli infiniti

Nelle pagine precedenti abbiamo mostrato alcuni diagrammi a due vertici i quali, applicando le
regole di Feynmann, approssimano al secondo ordine le ampiezze di alcuni tipici processi
elettrodinamici. Ovviamente sono possibili anche diagrammi piti complessi la cui interpretazione e
calcolo possono risultare assai problematici.

Consideriamo ad esempio la diffusione elettrone-elettrone vista in precedenza (1) e consideriamo il
diagramma (2) che evidentemente apporta un contributo al processo di ordine e? rispetto ad (1). In
questo diagramma, il fotone virtuale scambiato tra i due elettroni converte, ad un certo punto, in
una coppia elettrone positrone che subito dopo si riconverte nel fotone (tecnicamente si dice che il
diagramma contiene un loop). Un primo aspetto da sottolineare e € che

* mantenendo fissi i due elettroni iniziali e finali, possiamo immaginare infiniti altri diagrammi di
questo tipo che andranno ad apportare nuovi contributi alla diffusione elettrone-elettrone per
cui concludiamo che il numero di diagrammi che contribuisce all’ampiezza di un processo &, in
generale, infinito. Certamente ci attendiamo che i diagrammi via via pit complicati, contenendo
inevitabilmente un numero crescente di vertici, contribuiscano in misura sempre piu ridotta
al’lampiezza tuttavia il problema della convergenza della serie rimane (la questione si pone
anche dopo la rinormalizzazione dei parametri fisici ed & delicata! Esistono argomenti dovuti a
Dyson che affermano che la serie non sia convergente, un problema noto come instabilita di
Dyson).

Un secondo aspetto ancora pil rilevante ¢ il seguente

* se si applicano le regole di Feynmann al diagramma (2), si scopre che il loop introduce un
quadrimpulso (che le regole di conservazione ai vertici non fissano) il cui modulo della parte
spaziale (I'impulso tridimensionale) pud assumere valori da zero all'infinito rendendo divergente
I’'ampiezza dell’intero processo. Dunque, invece di una correzione al processo di ordine relativo
e?, abbiamo una correzione infinita priva di senso. Questo loop di polarizzazione del vuoto (dato
che, nei limiti del principio di indeterminazione, un fotone virtuale da origine ad una coppia
elettrone-positrone che comporta l'insorgere di un momento di dipolo elettrico) non & I'unico ad
essere divergente in QED poiché valori infiniti insorgono anche dai diagrammi (4) e (5) detti
rispettivamente loop di self massa e loop di vertice.

E’ questo il problema degli infiniti che afflisse la QED agli inizi del suo sviluppo e che fu risolto con il
programma della rinomarmalizzazione intuito da Bethe e Weisskopft, definito nelle sue parti
essenziali e applicato con successo da Feynmann, Schwinger e Tomonaga e sistematizzato da
Dyson sul finire degli anni ‘40.
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La soluzione del problema degli infiniti

Premesso che informazioni storiche sul problema degli infiniti ed anche I'applicazione completa del
programma della rinormalizzazione ad un esempio concreto puo essere trovata in appendice a queste
lezioni, qui mi limitero a descrivere per sommi capi in che cosa esso consista. Come accennato, il calcolo di
un diagramma contenente un loop per mezzo dell’applicazione diretta delle regole di Feynmann conduce
ad un integrale divergente logaritmicamente, che rende infinita I'intera ampiezza del processo (qui, come
in appendice, ci riferiremo ad un generico loop dove una particella A emette B e C che si ricombinano a
formare A).

ULaregolarizzazione

[l primo passo nella soluzione del problema consiste nel modificare un poco le regole del gioco del calcolo
delle ampiezze introducendo un parametro estraneo alla teoria detto regolatore il cui scopo € quello di
rendere provvisoriamente finito I'integrale divergente. Si procede poi al calcolo dell’integrale pervenendo
ad una espressione dove di regola si sommano piu termini: alcuni sempre finiti altri, invece, divergenti nel
caso venga rimosso (di solito mandato a zero) il regolatore.

Un punto molto importante & che questa separazione in contributi finiti e divergenti dipende sempre da
una scala energetica fissata arbitrariamente nel corso del calcolo. Effettuata questa separazione la fase di
regolarizzazione € terminata e si passa a quella di rinormalizzazione.

Da quanto detto dovrebbe risultare chiaro che la procedura di regolarizzazione contiene due elementi
arbitrari che vanno a definire cio che gli esperti chiamano schema di regolarizzazione

e lascelta del regolatore;

* lascelta della energia alla quale viene effettuata la separazione in contributi finiti e divergenti.

Per quanto riguarda il secondo punto non ¢’é molto da aggiungere mentre per quanto riguarda la scelta
del regolatore va detto che sono possibili scelte molto diverse.

tempo
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In fisica delle particelle i regolatori piu usati sono i seguenti:

* regolarizzazione di Pauli Villars: si modificano i propagatori (non i vertici) introducendo particelle massive fittizie
(oppure ipotizzandone I’esistenza) la cui massa sara poi mandata all’infinito al momento della rimozione del
regolatore. Solitamente I"accoppiamento di queste particelle & definito in modo tale da preservare la gauge
invarianza dei propagatori cosi modificati;

* regolarizzazione su reticolo: si calcolano gli integrali su uno spazio-tempo discretizzato (reticolo) che risultano
convergenti fin tanto che il passo del reticolo rimane finito e che convergono al limite fisico nel momento in cui
tale passo va a zero. Si tratta di uno schema che non richiede uno sviluppo perturbativo della interazione e quindi
applicabile a teorie non affrontabili perturbativamente come, ad esempio, la QCD;

* regolarizzazione dimensionale: Introdotta da Giambiagi e Bollini nel 1972 fu quasi contemporaneamente utilizzata
da Veltman e t’"Hooft. Oggi € nella forma di questi ultimi che lo schema viene usato e rappresenta forse il migliore
dei metodi di regolarizzazione disponibili. L’idea & quella di eseguire il calcolo degli integrali non nello spazio
quadrimensionale della relativita ma in uno spazio di 4-€ dimensioni (questo & possibile perché gli integrali
vengono ricondotti a funzioni gamma di Eulero). In questo modo i valori degli integrali divergenti vengono
separati in parti finite, dipendenti dal quadrimpulso, ed in parti divergenti per € - o.

ULa rinormalizzazione

Scelta la scala energetica e separato il valore dell’integrale in termini finiti e divergenti entra in gioco un terzo
elemento arbitrario. Infatti si aggiunge un termine divergente ad hoc, detto controtermine, di valore uguale in
modulo ed opposto in segno al termine divergente dell’integrale. ’introduzione del controtermine, che equivale di
fatto ad annullare il contributo divergente nell’integrale, lascia una espressione finita che puo ora essere calcolata
mandando a zero il regolatore. Da questo momento anche il regolatore sparisce dalla espressione e l'unico elemento
arbitrario che permane nella espressione finale é la scelta della scala energetica alla quale si e effettuata la
separazione in parti finite e divergenti nella fase di regolarizzazione .
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Come tutti gli elementi dell’ampiezza, anche il controtermine pud essere rappresentato graficamente
(di solito si usa una crocetta). Da questo punto di vista ’aggiunta del controtermine al’ampiezza del
loop equivale alla somma dei diagrammi indicati a lato che ha come esito un diagramma perfettamente
convergente indicato con un pallino nero. Un aspetto che vogliamo ricordare esplicitamente con il
simbolo 2{p) € che il valore dell’ampiezza di questo diagramma dipende da una scala energetica (modulo
del quadrimpulso) fissata arbitrariamente nel corso della regolarizzazione. A questo punto ¢ sottointeso
che ad ogni loop che si presenti nel calcolo vada aggiunto il rispettivo controtermine il che equivale a
sostituire ogni diagramma a loop (divergente) con un diagramma a pallino (finito).

Superato il problema del loop divergente dobbiamo ricordare che 'ampiezza di un qualunque processo
riceve infiniti contributi da tutti i possibili diagrammi compatibili con gli stessi stati iniziale e finale
(questo era vero anche prima solo che il valore infinito dell’ampiezza del loop rendeva privo di senso il
calcolo cui ora accenneremo). Immaginiamo, per esempio, il propagatore di una particella di massa m

(ad esempio I’elettrone in QED) che indichiamo graficamente come segue
tempo

L CE—
Tale propagatore riceve evidentemente contributi da diagrammi con uno, due, tre etc. etc. loop (in
QED, ad esempio, 'elettrone potrebbe emettere e subito riassorbire un fotone una, due, tre etc. etc.
volte) che dopo I'inserzione dei controtermini diventano altrettanti diagrammi a pallino. Abbiamo allora
che il propagatore finale (che dovremo indicare con un nuovo simbolo) sara dato dalla somma
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E’ facile mostrare che I'applicazione delle regole di Feynmann a questi diagrammi conducono alla
seguente serie geometrica facilmente sommabile

2 : 2 2+ 2 : 2 2(_iz) 2 : 2 2+ 2 : 2 2(_iz) 2 : 2 2(_iz) 2 : 2 + = :
g’ —-m’c® q’—m’c g —-m’c® q°'—-m’c q’—m’c q -

mc¢ g -[m* +Z(p)/c]c

2(p)
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L’esame della formula chiarisce immediatamente Peffetto della somma degli infiniti diagrammi che
contribuiscono al propagatore é quello di aggiungere alla massa m della particella un contributo Z{p)
dipendente dal quadrimpulso in ingresso o trasferito (spesso si abbrevia con la formula ‘scala energetica’) che
equivale ad affermare che la particella modifica il valore della propria massa che diventa dipendente dal
quadrimpulso trasferito. Nel gergo tecnico si afferma che il valore originario (m) della massa della particella é
stato rinormalizzato (al valore m+ 2(p)/c?) (a questo livello non vale la pena insistere ma I’esempio chiarirebbe
anche che l’effetto di rinormalizzazione non puo avvenire per una particella libera!)

Siamo qui di fronte ad un fatto generale che I'esempio fatto ci aiuta a comprendere: una volta eliminati i
contributi divergenti dai ‘diagrammi critici’ della teoria, tali diagrammi diventano dipendenti da una scala
energetica ma finiti ed il loro contributo pud essere finalmente sommato. Quando si esegue la somma dei
contributi di tutti questi ‘diagrammi critici finiti’ per ricalcolare I'espressione di un qualche elemento della teoria
come un propagatore od un vertice si scopre che 'effetto finale é che i valori iniziali delle masse, delle cariche
ed in generale di tutti i parametri fisici delle particelle vengono modificati e diventano dipendenti dalla scala
energetica scelta nella fase di regolarizzazione. E’ questo il fenomeno della rinormalizzazione uno degli effetti
piu notevoli tra quelli previsti dalle teorie di campo quantizzato. Rimandando di un poco la discussione sulla
interpretazione di questo fenomeno dobbiamo ora soffermarci su di un punto, altrettanto importante,
precisato per la prima volta con estrema chiarezza da Dyson.

La questione riguarda il numero di differenti controtermini che & necessario introdurre in una teoria di campo

per eliminare tutti i diagrammi divergenti che essa contiene. In generale sono possibili solo due casi:

i) le divergenze della teoria possono essere rimosse solo introducendo un numero infinito di diversi
controtermini. Questo significa che & praticamente impossibile rimuovere le divergenze e che la teoria di
campo conterra ampiezze infinite prive di significato fisico. Una simile teoria &€ detta non rinormalizzabile;

ii) tutte e divergenze della teoria possono essere rimosse introducendo un numero finito di diversi
controtermini. Risulta allora possibile rimuovere le divergenze e la teoria di campo non conterra ampiezze
infinite. Una simile teoria e detta rinormalizzabile.

Le tecniche di rinormalizzazione furono intuite ed applicate per la prima volta alla QED da Feynmann,
Schwinger e Tomonaga ma fu Dyson a fornire la prova che la divergenze potevano essere rimosse in tutti gli
ordini della matrice S con un numero finito di controtermini.

tempo
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Fino ad oggi la rinormalizzabilita di una teoria & stata considerata non solo un requisito necessario per renderla preditiva, ma
una specie di indice della sua salute e coerenza interna, ad un punto tale che, le teorie non rinormalizzabili, sono state ritenute
non solo inutili ma essenzialmente errate e quindi da rigettare. Oggi, di fronte alla impossibilita di formulare una teoria di
campo quantistica rinormalizzabile della gravitazione, tende ad affermarsi un atteggiamento piu conciliante in proposito!

HLe ‘running constants’

Evidentemente si pone ora il problema di interpretare il significato fisico delle masse e delle cariche rinormalizzate. L’idea &
tutto sommato semplice! Quando una particella interviene in un certo processo fisico caratterizzato da una certa scala energetica
interviene assieme agli infiniti processi virtuali che gli sono associati e che accadono nei limiti stabiliti dal principio
d’indeterminazione. Stando cosi le cose la massa o la carica con cui la particella interviene nel processo non é quella ‘originaria’
ma quella ‘modificata’ dalla somma di tutti i processi virtuali, compresi quelli ‘critici’, dunque, la massa e la carica rinormalizzata.
Giungiamo allora alla conclusione che le masse e le cariche ‘originarie’ sono semplicemente le masse e le cariche con cui le
particelle entrano nello schema teorico ovvero nella formulazione della lagrangiana e vengono spesso dette masse e cariche
nude (nel senso di private dei contributi di ordine superiore di cui si € detto). Le masse e le cariche con cui le particelle
intervengono nei vari processi ad una certa scala energetica, dunque le masse e le cariche fisiche e effettive in quella scala
energetica, sono le masse e le cariche rinormalizzate o vestite (nel senso che includono i contributi degli ordini superiori).

Logica conseguenza di questa impostazione € che le masse e le cariche fisiche o effettive non sono dati invariabili della particella
ma dipendono dalla scala energetica in gioco e solitamente si riducono alle masse e cariche della lagrangiana quando il
quadrimpulso trasferito tende a zero.

Si hanno allora, come si dice nel gergo tecnico, delle ‘running constants’ (si noti la contraddizione dei due termini!) che ci
informano dei valori della masse e delle cariche fisiche alle diverse energie. E’ utile riesprimere questa proprieta in un modo
concettualmente equivalente. Dato che ci dobbiamo aspettare che i processi virtuali di piu elevata energia ed impulso accadano
piu vicino alla particella e viceversa (si ricordi che il fenomeno & regolato in generale dalla lunghezza d’onda compton),
possiamo anche affermare che le running constants ci informano dei valori della masse e delle cariche fisiche alle diverse
distanze.
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Il comportamento delle masse e cariche ‘running’ dipende dalle caratteristiche
specifiche della teoria.

In QED, ad esempio, I'andamento della costante di struttura fina (che e
connessa alla carica con cui Pelettrone interviene in un vertice) con il
quadrimpulso trasferito puo essere calcolato ed anche misurato per cui risulta
possibile sottoporre a verifica sperimentale il contenuto fisico della procedura
di rinormalizzazione.

L’accordo & ottimo, ed emerge che solo in collisioni di alta energia le particelle
giungono cosi vicino da rendere apprezzabile il fenomeno della variazione
della carica elettrica. Ad energie piu basse il fenomeno non & percepibile a
meno che non si sia capaci di effettuare, come nel caso del Lamb shift, misure
di eccezionale precisione.

Questo fenomeno, sulla cui origine abbiamo gia detto, viene spesso spiegato
in modo qualitativo per mezzo della cosiddetta polarizzazione del vuoto:

sulla base della QED le proprieta di un elettrone fisico sono determinate dalla somma di
tutti i processi virtuali possibili. Ci attendiamo allora che, nei limiti del principio di
indeterminazione, I’elettrone irradi fotoni virtuali che in parte convertiranno in coppie
elettrone-positrone le quali, subito dopo, annichileranno in fotoni riassorbiti dall’elettrone
iniziale. La comparsa di coppie elettrone positrone virtuali, dal punto di vista della carica
elettrica, € assimilabile alla comparsa di dipoli elettrici che tenderanno ad orientarsi nel
campo elettrico coulombiano dell’elettrone iniziale schermando una parte della sua carica
elettrica. Giungiamo allora alla conclusione che la carica elettrica di un elettrone fisico é
determinata oltre che dalla carica originaria che possiede anche dal contributo dei
processi virtuali che simulano 'azione di un dielettrico (polarizzazione del vuoto).

Stando cosi le cose & chiaro che pil ci si avvicina all’elettrone, pilu si evita ’azione
schermante dei processi virtuali misurando quindi una carica elettrica sempre maggiore in
accordo qualitativo con il fenomeno della carica ‘running’.
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Era noto da tempo che I'elettromagnetismo poteva essere derivato da un principio di simmetria locale - Ia
simmetria di gauge — ma fu solo nel 1954 che Yang e Mills pervennero ad una generalizzazione di questo
principio che rendeva possibile la costruzione di una famiglia di teorie ‘simili’ all’elettromagnetismo. Proprio
in quegli anni ci si rendeva conto dei fenomenali successi della elettrodinamica quantistica per cui questa
classe di cosiddette teorie di gauge riscosse grande interessamento in quanto si sperava potessero spiegare
le interazioni deboli e forti che invece resistevano tenacemente ai teorici. La strada era quella giusta ma per
raggiungere lo scopo erano necessarie due importanti acquisizioni: i) la scoperta del meccanismo di Higgs
attraverso il quale conferire massa ai mediatori dell’interazione debole e spiegare quindi il raggio d’azione
cosi piccolo della forza debole; ii) la scoperta che in alcune teorie di gauge i processi virtuali potevano
operare in modo contrario alla QED ovvero, nel caso della carica, non schermando ma antischermando la
carica stessa.

Quest’ultimo effetto comporta che, contrariamente alla QED appunto, a piccole distanze la carica effettiva
sia piccola per aumentare invece a grandi distanze. In questo modo sembrava che si potesse spiegare il
fatto misterioso che i quark sembrano confinati all’interno degli adroni senza alcuna speranza di estrarli.
Questo comportamento della carica ‘running’, riferito in letteratura come liberta asintotica, fu scoperto nel
1973 da D. Gross, F. Wilkzek e D. Politzer e piu di ogni altra cosa convinse i fisici che la teoria delle interazioni
forti doveva essere una teoria di Gauge cosi come lo era la teoria elettrodebole da poco formulata. In
sostanza si dimostrava che il fenomeno della rinormalizzazione era cosi ricco di possibilita da potere
racchiudere in una stessa famiglia di teorie interazioni naturali caratterizzate da proprieta diversissime quali
appunto le interazioni elettromagnetiche, debole e forti.
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A1. 1l gruppo delle rotazioni infinitesime

Come gia osservato in precedenza il gruppo delle rotazioni nello spazio tridimensionale, qualora si assuma un riferimento
cartesiano, & definito dall’insieme di matrici R, 3 X 3unimodulari ed ortogonali(gruppo SO(3)) che operano sui vettori di tale
spazio trasformandone le componenti cartesiane secondo le equazioni

20— — '
X'"=RX X; =Ry Xy
In luogo della trasformazione finita, ovvero della rotazione di un angolo finito attorno ad un certo asse, risulta vantaggioso

considerare la trasformazione infinitesima vale a dire la rotazione di un angolo infinitesimo attorno allo stesso asse (la
trasformazione finita potra essere recuperata componendo trasformazioni infinitesime) . Dato che la rotazione nulla

corrisponde alla matrice unita, la rotazione infinitesima potra essere scritta attraverso un incremento matriciale {23 x 3 ad
elementi infinitesimi

FEI+Q)F 6 =(8,+ Q)
Dalla condizione di ortogonalita
RIR=I  (I+Q)'(+Q)=I 1+Q"+Q+Q'Q~1+Q"+Q=] Q'+Q=o0

deriva immediatamente che la matrice infinitesima {2 & antisimmetricae potra allora essere scritta nel modo seguente

0 W -
Q=-w, o0
@ - 0

dove gli elementi infinitesimi sono collocati secondo la regola (vedi appendice per la definizione di €y, )
ij =&
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Tale matrice, a sua volta, puo essere riscritta come

0 W -~ 0O 0 o 0O 0 -1 0O 10 0O 0 O 0 0 i o —-i o
Q=-w, 0 @ |Zw|l0o 0 1|+w|0 0 0 |+@|-1 0 0|=iy|o o —i|+tiwg| o o0 o|+tiw|i 0 o0
W - o o -1 0 1.0 O 0O 0 O o i o -i 0 0 0O 0 O

(Punita immaginaria i € stata introdotta perché nella meccanica quantistica questi generatori sono associati al momento
angolare). Abbiamo in questo modo la seguente espressione della matrice infinitesima Q

Q=iwl, +iwl, +iwl,

dove le matrici L,, L, ed L;, dette generatori della trasformazione infinitesima, sono definite dalle matrici antisimmetriche

O 0 O O O i O =i o
L,={o o -i L,={o o0 o L,=|i o o
o i o -i 0 O O 0 O

E’ un semplice esercizio mostrare con il calcolo diretto che queste matrici soddisfano le seguenti relazioni di commutazione

[L1?L2] =iL

esprimibili anche in modo conciso come

3 [Lz’Lg]:iL1 [L3’L1]:”‘z

[L)'?Lk]:igjkl L,

Tali regole di commutazione definiscono in modo completo lalgebra dei generatori delle rotazioni infinitesime che viene
detta algebra di Lie associata al gruppo delle rotazioni .
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U L’idea ora & quella di avvalersi delle regole di commutazione per costruire le rappresentazioni irriducibili dell’algebra
delle rotazioni infinitesime o algebra di Lie. Poiché si pud mostrare che il gruppo delle rotazioni soddisfa alcuni requisiti
fondamentali che garantiscono che tali rappresentazioni siano anche rappresentazioni irriducibili del gruppo delle
rotazioni finite abbiamo una seconda via, alternativa al metodo tensoriale, per costruire rappresentazioni irriducibili del
gruppo delle rotazioni.

U Ancora pill importante ¢ sottolineare come tali regole di commutazione definiscano il gruppo di Lie (e quindi, per quanto
detto, anche del gruppo delle rotazioni finite) indipendentemente dallo spazio vettoriale originario attraverso il quale si &
definito il gruppo stesso. Possiamo allora immaginare di fare operare i generatori L, L, ed L3 non sullo spazio reale
tridimensionale originario ma su di uno spazio vettoriale complesso assicurando la struttura intrinseca del gruppo di
trasformazioni attraverso le regole di commutazione. Risultera cosi possibile stabilire una precisa corrispondenza tra le
trasformazioni infinitesime nello spazio reale tridimensionale e le trasformazioni infinitesime nello spazio vettoriale
complesso. Si dira allora che una trasformazione nello spazio reale tridimensionale induce una trasformazione nello
spazio complesso oppure che la trasformazione nello spazio complesso costituisce una rappresentazione complessa del
gruppo di trasformazioni.
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Il gruppo delle rotazioni infinitesime negli spazi complessi

Come discusso nelle pagine precedenti, le rotazioni infinitesime nello spazio reale tridimensionale possono essere descritte
attraverso i generatori secondo la seguente espressione

R=(1+iwL, +iwl, +iwlL,)
Dato che nello spazio reale tridimensionale la norma & definita nel modo seguente
Xme
la sua invarianza richiede, come abbiamo visto, che la matrice della rotazione sia ortogonale
R'R=1
. T . T . T . . . . T . T . T
(1+iwl, +iwl, +iwl))(1+iwl, +iwl, +iwl) ~1+iw (L, +L,) +iw (L, +L,) +iaw, (L, +L,) ~ 1
da cui consegue immediatamente che nello spazi%) reale tridimensionale i generatori della rotazione infinitesima sono
antisimmetrici L, =-L,
Se ora, invece, immaginiamo che la rotazione avvenga in uno spazio vettoriale complesso dobbiamo tenere conto della
seguente definizione di norma del vettore .
mem
la cui 'invarianza richiede che "operatore della rotazione sia unitario
RTR=R'R=1
. T . -'- . -'- . . . . _ T . _ -'- . _ T
(1-iwl, —iwl, —iwl))(1+iwl, +iwl, +iwl,) ~1+io(L, —L) +iw (L, -L)) +iaw,(L, - L)) ~ 1

da cui consegue immediatamente che nello spazio vettoriale complesso i generatori della rotazione infinitesima sono

autoaggiunti

=t
L, =L
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Le rappresentazioni irriducibili del gruppo delle rotazioni infinitesime

Dalle regole di commutazione dei generatori della rotazione infinitesima si possono dedurre le espressioni matriciali e le
proprieta generali delle rappresentazioni irriducibili dell’algebra di Lie le quali, come accennato in precedenza, possono essere
poi assunte come rappresentazioni irriducibili del gruppo delle rotazioni finite. Dato che siamo interessati al caso generale degli
spazi vettoriali complessi assumeremo i generatori della rotazione infinitesima come operatori autoaggiunti.

Come abbiamo visto, i generatori della trasformazione infinitesima soddisfano le seguenti regole di commutazione
[L1’L2]:’L3 [Lz’L3]:'L1 [L37L1]:’L2
alle quali dobbiamo aggiungere la condizione di autoaggiunzione
L =L
Per procedere, & utile introdurre i seguenti operatori, definiti in funzione dei generatori, detti rispettivamente operatore di
Casimir ed operatori di innalzamento ed abbassamento del gruppo delle rotazioni

L=0+0+L L, =L *il,
€ un semplice esercizio mostrare che tali operatori soddisfano le seguenti regole di commutazione
1.1) [U',L,]=0 1.4) [L,L]=L,  17) [L,L]=-L,
1.2)[l,L,]=0 1.5) [L,,L,]=iL, 18) [L,L,]=ilL,
1.3)[C,L,]=0 1.6) [L,,L,]=-L, 1.9) [L,L]=L

1.10) [L*,L,]=0
1.11) [U,L_]=0

nonché I'importante relazione tra L* ed uno dei generatori (di solito si sceglie L,)
2 2 _ 2 g2
2) =L -L+LL =L+l +LL,
ed infine la relazione 2.1) LT+ - = L
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Consideriamo un vettore ¢, di un generico spazio vettoriale, che sia anche autovettore di modulo unitario (normalizzato)
di L;corrispondente ad un certo autovaloreme che pertanto indicheremo con ¥,,. Varra allora la relazione

tenendo conto della 1.6) e 3) possiamo calcolare le seguente espressione

4) L3L+me :(L+L3 +L+)L|Jm :mL+qu +L+L|Jm :(m+1)L+L|Jm
5)  LLW =(LL-L)¥ =mLW -LW =(m-1)LW¥,

la quale mostra che se le € autostato di L3 corrispondente all’autovalorem allora L+Wn¢ autostato di Lforrispon-
dente all’autovalorem+tmentre L_mecorrisponde all’autovalorem-1.

In sostanza I’applicazione ripetuta degli operatori L, ,L_ sull’autostato l-Pm genera una sequenza virtualmente infinita di

vettori che, a meno del modulo, coincidono con gli autovettori e di .
, , g W ., W oW W, diL

Se lo spazio vettoriale ha un numero finito di dimensioni queste sequenze devono essere entrambe finite per cui gli
autovalori avranno un limite sia superiore che inferiore che chiameremo m, e m; Fatta questa ipotesi ne deriva

6) m, <Smsm,

Gli autostati corrispondenti a questi autovalori limite saranno tali per cui una ulteriore applicazione died L, deve drodurre
il vettore nullo

7) LW =o LY =o
mentre il numero di dimensioni dello spazio N e tale per cui

8) N=m,—m, +1
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Abbiamo allora una sequenza di N autovettori di L che devono corrispondere tutti allo stesso autovalore di [* poiché,
in base alla 1.3) i due operatori commutano. Ora apphchlamo L agli stati estremi. Utilizzando le 2) abbiamo

W, =ALL)W, LW, =L -L+LL)Y,
da cui, sfruttando la3) ela 5), otteniamo
9) LW, =(m;+m)¥ LW, =(m-m)W_
poiché, come osservato poco fa, gli autovaloridi |* devono essere gli stessi per ogni autovettore della serie, avremo

(mg+m,)=(m; —m;)

da cui, con pochi passaggi, si ottiene
(m, +m,)(m, —m; +1)=0

Il secondo termine di questo prodotto, in base alla 6), coincide con il numero di dimensioni dello spazio che deve essere
diverso da zero (il caso banale non ci interessa!) per cui si deve avere
m. =—m

I S

Abbiamo allora ottenuto il seguente risultato fondamentale. Chiamando I (come si fa nei testi di meccanica quantistica) il
massimo autovalore di m, cioe ponendo mg=l, si ha che I'operatore | ammette una serie di N autovettori
3

3) LW, =mW¥

m

dove m é compreso tra gli estremi (vedi 6))

10) —I<sm<+]
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m é inoltre connesso al numero di dimensioni dello spazio dalla relazione (vedi 8))

11) N=2]+1
dalla quale si evince che | e quindi la serie degli m devono essere numeri interi o seminteri. Inoltre tali autovettori
corrispondono tutti allo stesso autovalore di |*(vedi 9)) per cui si aggiunge il pedice I e si scrive

12) LZ‘P,,m :l(l+1)LIJ,,m

Per finire & necessario ora precisare I’azione di degli operatori L,ed L_ sul generico autostato LP, m
)
Dalle 2) abbiamo

P=-L+LL =Ll +L+LL,

Sostituendo le 2.1)

=L =L
otteniamo 12 = [_23 —[_3 +1UL > = 1_23 + L3 + LJLL+

Applicando tale operatore allo stato WY e poi moltiplicando a sinistra per il suo complesso coniugato otteniamo

I,m

WLW =W (G -+ L)W, WLLW =W (G L+ L)Y,
tenendo poi conto della 12) , della 3) e del fatto che gli stati sono normalizzati, si ha
WLLW =W (- + L)W, WLLW L =W (G L+ L)W,
13) I+ =m’-m+W, (LL)WY, I(I+1)=m>-m+W (LL)V

Ora ricordando I’azione degli operatori di innalzamento ed abbassamento (vedi 4) e 5)) si hanno le espressioni seguenti
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14) LW =a¥ LY, . =B8Y ..

dove si é tenuto conto del fatto che tali operatori modificando lo stato alterano, in generale, pure la sua norma. Da queste
siha

I,m—1

l.lJ;k,mLJr—L—LlJl,m :| a | : l.IJI*,mL]L+L+LIJI,m :| 18 | ’
le quali, sostituite nelle 13) forniscono le relazioni
I(I+1)=m*-m+|a| I(I+1)=m*+m+| 8|

da cui si ottengono i coefficienti
a:\/l(l+1)—m(m—1) ﬁ:\/l(l+1)—m(m+1)
i quali sostituiti nella 14) forniscono le espressioni cercate

15) LW, =l(l+1)-mm-1) W

I,m—1 L+LIJI,m = \/’(l + 1) - m(m + 1) LIJl,m+1
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U Richiamiamo allora i principali risultati

L =L+ +L]

L, =L, +il,

LY =1+ )W¥, 1=1/2, 1, 3/2,...
LW  =mW¥ —lsm<+]
LW, =Jl(l+)-mm+)W, .

LY =Jll+)-mm=-1) W, _

valgono i seguenti commenti

» & possibile costruire rappresentazioni del gruppo delle rotazioni in spazi vettoriali complessi con un numero finito di
dimensioni N=2I+1 = 2, 3, 4,...;

* in ciascuno di questi spazi & possibile scegliere una famiglia di N=21+1=2, 3, 4,.. autovettori di L, ortonormali che
costituiscono una base dello spazio e sono anche autovettori di L? corrispondenti allo stesso autovalore I(I+1);

e in questa base L? opera come uno scalare moltiplicato la matrice identita, L;come una matrice diagonale ed L, (e quindi
L, ed L,) come operatori non diagonali;

* la rappresentazione in spazi vettoriali complessi di piu bassa dimensionalita € quella con N=2 che opera su vettori
complessi a 2 componenti detti spinori. Su tali spazi ’operatore di rotazione é unitario e ha determinante 1 per cui realizza
un gruppo di trasformazioni lineari detto gruppo speciale unitario o SU, .

* Attraverso il metodo tensoriale, partendo dagli spinori, & possibile costruire rappresentazioni complesse di
dimensionalita crescente. Tale metodo ¢ alternativo a quello diretto dato dalle formule soprariportate.
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A2. Un accenno alla rinormalizzazione
Note storiche

[ Gia Pelettromagnetismo classico era afflitto da grandezze fisiche di valore infinito (ad
esempio la massa elettromagnetica di una carica puntiforme U = q?/6mey,c?a che
diverge quando il raggio della carica a = 0) ma, contrariamente alle attese, le cose
peggiorarono con i primi calcoli di elettrodinamica quantistica (Heisenberg e Pauli 1929 e
poi Oppenheimer 1930) che evidenziarono, per le stesse grandezze, divergenze con
andamento 1/a? (con a — 0, divergenze ultraviolette) quando si sommava sugli stati
virtuali intermedi del campo.

O La situazione migliord negli anni seguenti quando si comincid ad eseguire tali calcoli nel
contesto della teoria dell’elettrone di Dirac. Weisskopft, in un lavoro del 1934, mostro che
il ruolo dei positoni introdotti da Dirac era tale da eliminare i termini in 1/a> (a =
0) lasciando la piu debole divergenza con andamento In h/2nmca (a = 0) .

O Nonostante questo gli infiniti erano da molti considerati un problema che andava risolto
con modifiche radicali del’impianto teorico della nascente QFT: Dirac, nel 1942, introduce
una metrica indefinita nello spazio di Hilbert per manipolare probabilita negative ed
eliminare le divergenze, mentre Wheeler nel 1937 e Heisenberg nel 1943 suggeriscono di
assumere come grandezza fondamentale in QFT la matrice S piuttosto che i vettori di
stato.
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O Tra le idee in circolazione ve ne era una, ispirata dalla elettrodinamica di Lorentz, che
cercava di eliminare le grandezze infinite ridefinendo la carica e la massa delle particelle
cariche. Weisskopft imboccd questa strada e, nel 1936, pubblico un lavoro nel quale
mostro che tutti gli infiniti fino ad allora noti potevano essere riassorbiti in questo modo.

O La svolta si ebbe subito dopo la seconda guerra mondiale nel corso della Conference on
the Foundations of quantum Mechanics tenuta a Shelter Island (NY) nel Giugno del 1947.
Qui si incontrarono i migliori teorici del tempo ed alcuni fisici sperimentali che
richiamarono I’attenzione su due piccoli ma decisivi effetti. Willis Lamb, con una tecnica
geniale, riusci @ misurare lo splitting tra i livelli 251/2 e 2P1/2 dell’atomo di idrogeno (circa
1000 MHz) mentre isidor Rabi misurd una deviazione nel momento magnetico
dell’elettrone che risultava essere lievemente maggiore di quello previsto da Dirac
(1.0013).

O Per quanto riguarda lo splitting 251/2-2P1/2 (Lamb-shift), un primo calcolo non relativistico,
che eliminava le divergenze con un semplice taglio sugli integrali, fu eseguito nel 1947 da
Bethe e forni il valore quasi corretto di 1040 MHz. Calcoli relativistici furono eseguiti negli
anni seguenti da diversi autori: Feynmann 1948, Tomonaga et al. 1948, Weisskopft &
French 1949, Schwinger 1949, Kroll e lamb 1949. Per quanto riguarda invece il momento
magnetico dell’elettrone il primo calcolo relativistico fu compiuto da Schwinger nel 1948.
In entrambi i casi la precisione del calcolo era in eccellente accordo con i valori
sperimentali e fu determinante nel convincere la comunita dei fisici che le particelle virtuali
e gli elaborati metodi per la rimozione degli infiniti dovevano essere prese molto sul serio.
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O Gli approcci al problema che per rigore e coerenza emersero in questo periodo furono
quelli di Schwinger e Tomonaga da un lato (basto sugli operatori) e quello di Feynman
dall’altro (basato sui funzionali e su una razionale e pratica rappresentazione
diagrammatica della interazione). Fu Dyson, nel 1949, che dimostro i) la sostanziale
equivalenza degli approcci di Schwinger, Tomonaga e Feynmann; ii) che la tecnica di
rimozione degli infiniti utilizzata era capace di rimuovere le divergenze in tutti gli ordini
successivi dello sviluppo perturbativo della interazione; iii) che introdusse ’idea di teoria
di campo rinormalizzabile, ovvero di una teoria di campo dove tutti gli infiniti possono
essere riassorbiti dalla ridefinizione di un numero finito di parametri fisici della teoria.
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Gli aspetti tecnici

Per commentare gli aspetti algoritmici della rinormalizzazione nella loro forma piu essenziale
immagineremo di avere a che fare con una interazione naturale semplificata al massimo grado [vedi Am J.
Phys. 60, (1992) 1013]. In particolare supporremo che

i)  esistano solo tre tipi di particelle: A, B e C di massa m,, mz ed m, ciascuna di spin nullo e coincidente
con la propria antiparticella;

ii) esistaun solo tipo di interazione che determina il decadimento di A nella coppia di particelle Be C (m,>
mg+m,) secondo la rappresentazione diagrammatica seguente

~a

Tempo
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Sviluppando perturbativamente I’hamiltoniano della interazione si otterrebbero, a partire da quello
fondamentale, tutta una serie di processi di intensita decrescente e complessita crescente riconducibili
comunque a combinazioni del processo fondamentale. Per capire almeno qualitativamente come questo sia
possibile occorre riferirsi al principio di indeterminazione (meccanica quantistica) ed alla equivalenza tra
massa ed energia (Teoria della relativita ristretta)

h h
AEAt~h  AE=mc’ At~—— Ax=cAt~—
mc mc
all'interno di intervalli temporali (spaziali) molto brevi hanno luogo tutti i seguenti processi (processi

virtuali), alcuni dei quali (gli ultimi due) impossibili su tempi lunghi

I BYC | Y | AY |
Tempo A B C
Con intensita inferiore risultano poi possibili seguenti processi ottenuti combinando tra loro i diagrammi

precedenti A B A C A C A A A
I : C : I : ) : I
Tempo A B A B A C A C A A
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Una volta rappresentata graficamente I'interazione (diagrammi di Feynmann) & possibile associare ad ogni
elemento grafico una specifica funzione (regole di Feynmann per l'interazione considerata) e calcolare
"ampiezza del processo (numero complesso) con la quale calcolare le quantita sperimentalmente misurabili
(tasso di decadimento, sezione d’urto, etc. etc.). Attraverso una procedura che qui non riportiamo &
possibile calcolare le regole di Feymann nel caso della nostra interazione:

1) associare ad ogni linea entrante o uscente il quadrimpulso Pi e ad ogni linea interna il quadrimpulso

qi in relazione ad una orientazione arbitraria;

2) scrivere per ogni vertice il termine —ig (8 rappresenta la costante di accoppiamento della interazione)

ed il termine (27T)454(P}-+Pk-P,) che garantisce la conservazione del quadrimpulso (energia e
quantita di moto);

3) scrivere, per ognilinea interna, il termine i/(qf—mf) (propagatore) dove m; & la massa della particella

virtuale cui e associata la linea ed il termine 1/(27‘[)4 dq}-4 integrando sul relativo quadrimpulso;

4) sieliminiinfine il termine - (27T)454(Z P}-);

si ottiene allora I’ampiezza del processo associato al diagramma.
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Il decadimentodiAinBeC.

Applicando le regole di Feynmann valide per la nostra interazione otteniamo facilmente la seguente
ampiezza

) -igx(27)'3*(p,~p, -p,) ) M=8

Regolan.2 Regola n.4

Tempo

tuttavia se volessimo una valutazione ancora piu precisa dell’lampiezza del processo di decadimento
dovremmo valutare e sommare anche diagrammi a tre vertici del tipo seguente assai pit complesso!

B\ P P,

A Tempo
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La diffusione AB.

=

J 9@ s (e -a-p)* s
i 1
(p.=p,) =mic” (270"

dqg*x(-ig)(2m)*d*(p, +q-p,) =

Tempo =(-ig)(2n)’ (-ig)(2m)* &% (p, +p, —P; —P,) =

ooy e (18RO (b. PP
1 3 C

) M= 8

2 2 .2
(p,—p,)" —mcc
Anche in questo caso, un calcolo piu preciso richiederebbe la valutazione di ampiezze a quattro vertici del
tipo seguente

=(-ig)
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Il diagramma a ‘loop’.

Al P, = [ [ (-ig)@m)*d*(p,—q,-q.)x
C % i ! dg? x i 1 dq; x
0 g, —-myc® (2m)*t 7 qi-mic (2m)t
1 2 x(-ig)(2m)*d*(q,+q, —p,) =

Tempo
A s
" =-i(2n)' &' (p, = p,) < 8 ’
Y @mtY [q; -mycll(g, - p,) —mec’]

dq;

ponendo p,=p,=p q,=(q

1

__ig dg’
= MO =) e Tia—py <]

ig® 1
= 2 —2 2 2 2 - —\2 2 2 dqoqu
(2m)*? [q; - —myc][(g, —p,)* —(G—p) —mc’]
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Gliintegrali divergenti

Il diagramma a ‘loop’.

= || Cig)em*o*(p,~a,~a,)x

i 1 i 1
4 4
X d1x dqzx

q; —myc’ (27m)* q, —mgc® (2m)*
x(-ig)(2m)*o*(q,+q,—p,) =

_ g’ 1
—_’(27T)454(p1 _pz)x : 2 2 2 2 2 2
(Zﬂ)4 [q1 _mBC ][(q1 _pz) _mCC ]

4

dq;

ponendo p =p,=p q,=q
ig’ 1
© M(p)= 2 2 .2 2 2 .2 dq4
(2m)*? [q° —myc’][(g—p) —mic’]
_ig 1 d
(2m)*? [q; - —mc][(g, —p,)* —(G—Pp) —mic’]

q,d°q
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In primo luogo estendiamo le nostre variabili reali q, e p, al campo complesso ponendo Q,=q,+ir,e P,=
P, + i s, (si noti che viene introdotta una parte immaginaria arbitraria), poi spostiamo poi i poli dall’asse reale

di una quantita arbitraria € che poi manderemo a zero. Il teorema dei residui, applicato al contorno a forma

di ‘otto’ indicato in figura che esclude i poli, fornisce allora
1

Cﬁ 2 =2 2.2 —-P 2 _ (-0 —m3c21+i dQOdBq=O
1% [Qo q mBC ][(Qo o) (q p) mCC ] I€
Assumendo la rappresentazione polare per la variabile d’integrazione e A %
limitandoci a considerare gli archi BC e DA del contorno, si ha Q,=p €% e
dQ,= i p € d¢ (dato che su BC e DA p e costante). Ora si noti che
I’elemento differenziale € proporzionale a p mentre la funzione integranda
€ proporzionale a 1/p? per cui nel limite p — oo (il che significa che i punti A y
e B si spostano essi stessi all’infinito sull’asse reale) l'integrazione sugli D
archi BC e AD pu0 essere trascurata e l'integrale sul percorso chiuso si
riduce ai soli integrali su CD e AB con la condizione che tali punti vadano
all’infinito. Abbiamo allora
.[ 2 =2 2 2 12 - —=\2 2 2 . dq°d3q+_[ . 2 -2 2 2 . 1 2 - —=\2 2 2 . (idro)qu:O
% [0 =G =myc*][(q, =p,)" —(@—P)" —mcc*] +ie o (1) =G —myc*J[(ir, —is,)" = (G =p)" —mcc*] +ie
da cui, nel limite € — 0 e con ovvi passaggi, si ottiene, per I'integrale che ci
interessa I'’eguaglianza
+oo 1 +0o 1

— — dq,d’q =i — — dr.d’q
_[o [a5 =G ~mc’]1(q, = P,)" ~(G-B) —m ] L [ +G +m][(r, =5,y +(@=p)" +mc’]
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Sostituendo nella espressione della ampiezza otteniamo

1
M:_g4 2 4 32 + m3e2 _ 2+—>_—>2+22dr0d3q
()" [, +q" +mac’][(r, =s,)" +(G—p)" +mcC’]
Si noti ora che la segnatura a denominatore non & piu quella pseudoeclidea tipica dei quadrivettori relativistici ma una normale

segnatura euclidea quadridimensionale (a questo & servita la rotazione di Wick). Possiamo a questo punto riesprimere
I’integrale attraverso vettoriin quattro dimensioni con metrica euclidea

C’\?:(ro’ Ei) IS:(SM ﬁ)
M: gz 1 d4

ottenendo

m*? [Q +mic’][(Q-P) +mic’]

Espresso I'integrale in una metrica euclidea quadridimensionale possiamo passare a variabili polari sferiche quadrimensionali

onendo A
p |Q|=yr; +q" =4 dqQ* =dr.dg®> = A*dAdQ

vediamo immediatamente che la funzione integranda e I'’elemento differenziale si comportano asintoticamente come 1/14 e

3 . . .
A° rispettivamente da cui oo

M=-—8& /13d/1dQ— j Ldrdo
(2m)* 2, (27T)4

ovvero un integrale logaritmicamente divergente.

Per lungo tempo difficolta di questo tipo giustificarono un certo scetticismo nei confronti della teoria dei campi. Fu solo con i lavori di
Weisskopft (1936) e, nel’limmediato dopoguerra, Bethe (1947) che si mise a punto una tecnica di calcolo capace di aggirare il problema e
rendere nuovamente preditiva la teoria dei campi. Subito dopo, i lavori, tra gli altri, di Feynmann, Schwinger e Tomonaga (1948-1949)
ponenevano le intuizioni di Weisskopft e Bethe su di una base generale e pil rigorosa anche se le sottili questioni di carattere concettuale
ed interpretativo che esse ponevano son ancora oggi oggetto di dibattito e discussione.
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La regolarizzazione degli integral

Esistono diversi modi per eliminare la parte divergente di un integrale ma tutti basati sulla introduzione di una
grandezza estranea alla fisica contenuta nel problema: il regolatore , un parametro che rende finito I'integrale e che
viene rimosso nelle fasi successive del calcolo. Quando il risultato ottenuto dipende dallo schema di regolarizzazione
adottato si dice che la teoria possiede una anomalia. Gli schemi pitu importanti nella teoria quantistica dei campi sono

regolarizzazione di Pauli Villars: si modificano i propagatori (non i vertici) introducendo particelle massive fittizie
(oppure ipotizzandone l’esistenza) la cui massa sara poi mandata all’infinito al momento della rimozione del
regolatore. In QED, ad esempio, I’accoppiamento di queste particelle e definito in modo tale da preservare la gauge
invarianza dei propagatori cosi modificati;

regolarizzazione su reticolo: si calcolano gli integrali su uno spazio-tempo discretizzato (reticolo) che risultano
convergenti fin tanto che il passo del reticolo rimane finito e che convergono al limite fisico nel momento in cui tale
passo va a zero. Si tratta di uno schema che non richiede uno sviluppo perturbativo della interazione e quindi
applicabile a teorie non affrontabili perturbativamente come la QCD ad esempio;

regolarizzazione Zeta: particolarmente utile in presenza di serie divergenti le quali vengono modificate in modo tale
da potere essere eguagliate alla funzione Zeta di Riemann calcolata per un opportuno valore complesso. E’ usata ad
esempio nel calcolo dell’effetto Casimir;

regolarizzazione dimensionale: Introdotta da Giambiagi e Bollini nel 1972 fu quasi contemporaneamente utilizzata da
Veltman e t’Hooft ed € nella loro forma che viene usata e rappresenta forse il migliore dei metodi di regolarizzazione
oggi disponibili. Applicheremo questa tecnica agli integrali divergenti del nostro problema.
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A grandi linee idea e quella di eseguire il calcolo dell’ampiezza in uno spazio dove il numero delle dimensioni € diminuito di
una frazione ¢ e quindi di dimensione 4- €. Attraverso una tecnica che vedremo risulta cosi agevole isolare in modo non
ambiguo dall’integrale il termine divergente dopodiché & viene mandato a zero per recuperar il risultato finale.

Richiamiamo allora la

2
1
M=- g 4 A2 2 2 A _B\2 2 2 d’
()" [Q +mc’][(Q—P)” +mic’]
1 1
In primo luogo consideriamo I'identita :I dx che ci permette diriscrivere "'ampiezza come
AB J [A(1—x)+Bx]

0

- [ — —— ~dx d'Q=
)5 7 { [Q+myc’1(1-x)+[(Q-P)* +mec’]x }

__ 8 | L dx d*Q=
(277)4‘([ '[ { (Q-Px)* +P*x(1-x) +mic* (1- x) + mic’x } S

_ gz L. i i 1 : dXd4Q':
(2m)* 5 ° { Q" +Px(1=x) +mic* (1-x) +miCx }

- & 1 dx d*qQ'

ety Y { QR Y

dove sié posto R(x) = f’zx(1 —Xx) +m;c* (1—x) +mic’x
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Dato che g ha le dimensioni di una quantita di moto possiamo richiamare I’espressione ottenuta esprimendo I'accoppiamento

nel modo seguente g = gy Mc _ gé (MC)2 j. J_ dx d4Q'
(27-[)4 { évz+R2(X)}2

E’ utile ora esprimere I’elemento di volume in coordinate sferiche quadridimesionali. Si noti che non comparendo gli angoli
nella funzione integranda possiamo considerare direttamente il volume del guscio sferico quadridimensionale che vale (vedi

Appendice 1) dQ'* = |Q'Pd|Q'] J.J- J. dQ4

sostituendo otteniamo I’espressione
v = — 8o (M) | I j dx|Q'P d|Q’ II” ey
(2m)* Q'2+R (x)}

che possiamo riscrivere facilmente nel caso che le dimensioni dello spazio vengano diminuite in modo continuo di una
quantita arbitraria €. Richiamando la A.1.3 (Vedi Appendice 1) si ottiene allora

_8(Mo)™ 7 dx[QP d[Q] _ =-BoMI” 27077 Q" d|Q'|
(2]-[4—5 .[j Q'2+R( ) jjj (27-[4—5 r(2—8/2)'[ j Q'2+R (X)}

Possiamo ora eseguire I'integrale nel modulo di Q" ponendo per semplicita |Q’|=Q e sfruttando le funzioni Beta e Gamma
(vedi 6.2.1 e 6.2.2 pag 258 Abramowitz & Stegun)
0" 25df

e dlQ'| S Q7FdQ % R(Q/R)*Rd(Q/R £7d
IIQ| |Q| I{Q Q ‘I (Q/R) (Q/R) _ f{ 1€J'

{Q+RrR} Q+rR} ¢ RY(Q/R)+1} E+1} "R ) f +1}
® F2(1-£/2) 2 © 1-£[2 —
_ 17§ / d{ _ 1 n' /)d/27: 18(2—5/2,5/2): 1 I(2 5/2)F(£/2)
£ { £2+1} 2R° ¢ {/7+1} 2R® 2R(x)* r(2)
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Sostituendo allora nella espressione della ampiezza otteniamo

2 2+¢£ _ b 1 % 2 2+¢€
_ &My T (2—€/[2)[(g]2) 21 IR(d :_go(Mc_) (/)J-

(2m)*¢ 21 (2) I'(z—glz) x)*" (4m)>°" R(x )‘f’2 -
_ 8o (M)’ s g el N9 ( 471 (Mc)’ ..
e G CORRICD j r0” a1

In questa espressione I’unica singolarita risiede nella funzione (g/2). Infatti, dalla espressione di R si deduce immediatamente
che Pintegrale é finito e puo, pertanto, essere sviluppato in serie rispetto all’esponente € della funzione integranda.
Utilizzando la relazione
gla— InAf? _ _glalnA _ & _ & 1
AlP=e —e =1+—InA=1—-—In—
2 2

si ottiene per I'integrale
[ (MO ez g~ [ 1= £ 1n—B)_jg= - £ 1R,
~ R(x) ! z 471(Mc) 2 471(Mc)

0o

mentre per la funzione Gamma (vedi 6.1.34 pag 256 Abramowitz & Stegun relativa a 1/[(z) da cui si ricava, sviluppando in serie
per piccoli valori di z, ’espressione per '(z))

I'(E) =2 —a, —d, £ d, =0.57721 a, =—065587
2" € 2

Sostituendo nella espressione della ampiezza otteniamo
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Loo =——g°(MC) (5—a2—J. ln—R(X) dx-£a +£azj In—R(X) dx)
P (471 ‘¢ ' 41m(Mc)’ 27 2 411(Mc)’

0

La proprieta rilevante di questa espressione e che la parte divergente risulta separata da quella finita. Infatti, per e » 0 il
primo termine diverge mentre i rimanenti assumono un valore finito o nullo. Si esprime questo fatto affermando che
I’integrale che compare nella espressione dell’ampiezza é stato regolarizzato.
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Rinormalizzazione

La regolarizzazione dell’integrale dell’ampiezza serve ad enucleare la parte divergente che, nella fase
successiva, detta rinormalizzazione, viene eliminata.

Richiamiamo il solo termine divergente nella espressione dell’ampiezza

M Divergente _ __ gc2> (MC)Z E
Loop (4]7_)2 £
nella sua forma essenziale l'idea della rinormalizzazione & quella di ritornare all’inizio del calcolo
immaginando che, accanto al diagramma a loop che abbiamo calcolato e che contiene il termine divergente
appena scritto, esista un diagramma addizionale, esso stesso divergente, capace di produrre nell’ampiezza
un contributo di eguale modulo ma opposto in segno

Divergfente — M E
Correzione ( 4 ]T)2 £

ovvero in grado di eliminare esattamente la parte divergente di M

M

Loop®
Ora un contributo costante al’ampiezza non pud che originarsi dal vertice (vedi il calcolo del Decadimento
di Ain B e C) e, tenendo conto della seconda regola di Feynmann per il nostro problema, si capisce
immediatamente che e necessario ipotizzare un contributo del vertice dato dalla espressione seguente
detta controtermine , 5

_ 8o(Mc)” 2

(47m1) €
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Esprimendo attraverso i consueti diagrammi questa strategia avremmo dunque dovuto calcolare i seguenti termini

P, A

B \C _ 8a(Mc) 2
al\Jo 1 £
AP A

Loop calcolato con le regole di Feynmann Controtermine calcolato per definizione con questa regola
(valore divergente) (valore divergente)

che ci avrebbero condotto alla seguente espressione dell’ampiezza chiaramente convergente per qualunque valore di €

M = MLoop MControt == gO (MC) j R(X) 3 dX_Ea3 +£a2j lnR(—X)de + ME:
(47 | ey 2% T3 M e (4my <
_8s(Mc)* 1 R(x) . _ f R(x)
(477)° “any ! 411(Mc)® a7 J‘|n477(lvlc) x)

Si pu0 allora ristabilire il numero corretto di dimensioni spaziali che competono al nostro problema mandando € a zero ed
ottenendo "'ampiezza rinormalizzata di valore finito

=, +m,, =-8 MY I _R()

M =
(471)° > 47T(Mc)’

Rinormalizzata Loop Corr
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Si noti ora che 'lampiezza rinormalizzata

Rinormalizzata — 2

(ary ) M an(moy

puo essere interpretata come derivante da un vertice che complessivamente assume il valore finito (valido al secondo
ordine) dato dalla espressione seguente (vedi il calcolo del Decadimento di Ain B e C e la seconda regola di Feynmann)

B, L F AR
2(p)= (477) (@, +£ N ey )

A0 . I

e dipendente dalla quantita di moto (vedi espressione di R(x)). Esprimendo gli stessi concetti in termini grafici, ’'ampiezza
rinormalizzata puo essere espressa dal diagramma seguente

A

A

Calcolato per definizione con questa regola
(valore finito)

con la condizione che il vertice venga calcolato non con le ordinarie regole di Feynmann ma secondo la nuova regola che gli
associa il valore 2(p) dipendente dall’impulso.

Per quanto detto in precedenza la ridefinizione del valore da associare al vertice si riflette non solo nelle interazioni cui la
particella A potra essere soggetta ma anche sulle sue proprieta intrinseche come mostreremo immediatamente.
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Per vedere quali proprieta intrinseche della particella vengano coinvolte dalla procedura di rinormalizzazione
ricordiamo che, in generale, la particella libera pud essere pensata come la somma dei processi per cui A -> A
(diffusione di A in A) per cui vi contribuiscono le seguenti ampiezze

A A A A

A A A A

Se tali diagrammi dovessero trovarsi all’interno di altri diagrammi pit grandi come linee interne essi porterebbero
alla seguente serie di propagatori

i i i i i

. . i .
* (-i2) * (-12) 7= () =+
2 2.2 2 2.2 2 2.2 2 2.2 2 2.2 2 2.2
qA mAC qA mAC qA mAC qA mAC qA mAC qA mAC
che puo essere facilmente sommata I

q, —[m, +Z(p)/c’]c

e dalla quale si evince che ogni modifica del vertice si riflette su di una corrispondente variazione della massa della particella
per cui la rinormalizzazione del vertice determina una corrispondente rinormalizzazione della massa della particella la quale,
oltretutto, diventa una funzione dell’impulso.
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La rinormalizzazione a tutti gli ordini
di approssimazione

Ora vogliamo vedere se la nostra teoria e rinormalizzabile anche agli ordini successivi.
Per sviluppare i nostri ragionamenti con una certa generalita osserviamo che per qualunque diagramma sussiste la
seguente relazione tra numero E di linee esterne, numero L di linee interne e numero V di vertici

E+2L=3V
D’altra parte ciascuna linea interna porta un propagatore ed una integrazione nel corrispondente impulso, mentre ad
ogni vertice & associata una funzione delta sugli impulsi entranti e uscenti

(—dq)  3*(q)"
q

Si possono poi eseguire (V-1) integrazioni delle funzioni delta (la delta sull’impulso esterno non viene integrata) che
eliminano (V-1) elementi d’integrazione d4q per cui abbiamo Iintegrale

J 5“<q>v(q—ld‘*qr:5‘*(q> J (q—l)L(d‘*q) = 5% (q)| (q—i)L(cf dq)" " "=6"(q)[ " dg "

che risulta divergente se L=3V+3=2—1
ovvero, sostituendo L=(3V-E)/2 e tenendo conto che E=> 2 sempre, se
V<2

Dato che V=1 & un diagramma convergente, I'unico diagramma divergente ha due vertici (V=2), almeno due linee
esterne (E= 2) e quindi due linee interne (L=(3V-E)/2). Possiamo allora affermare che il diagramma loop € Iunico
diagramma divergente contenuto nella nostra teoria.
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Ne consegue allora che un unico controtermine come quello che abbiamo introdotto € sufficiente per eliminare i diagrammi
divergenti in ogni ordine successivo di approssimazione nel calcolo dell’ampiezza.

Ad esempio i diagrammi del quarto ordine della nostra teoria sono i seguenti

Q69

ed é relativamente semplice mostrare che i seguenti controtermini, costruiti a partire da quello che elimina la divergenza del
diagramma loop, eliminano le divergenze che insorgono a questo ordine di approssimazione

Q0

Questo stesso ragionamento puo essere ripetuto a qualsiasi ordine successivo per cui perveniamo alla conclusione che, nella
nostra teoria, un solo controtermine & sufficiente per eliminare le divergenze a qualunque ordine di approssimazione.
Quando questo accade si dice che la teoria di campo e rinormalizzabile.
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Considerazioni finali

i) Esistono diverse procedure di regolarizzazione degli integrali divergenti. Oggi si tende a preferire la
regolarizzazione dimensionale in quanto conserva tutte le simmetrie del sistema fisico tuttavia il senso fisico della
stessa, al pari delle altre, non risulta stabilito;

ii) la procedura di rinormalizzazione prevede la eliminazione di una grandezza fisica in se divergente attraverso
I’introduzione, ad hoc, di un controtermine altrettanto divergente capace di eliminarla. Si tratta di un aspetto
evidentemente assai critico sia sotto il profilo del rigore matematico che della interpretazione fisica.

Qualunque sia I'opinione su questo modo di procedere & chiaro che la possibilita di rimuovere tutti i termini
divergenti attraverso un numero finito di controtermini (nella nostra teoria un solo controtermine) € in se non
banale e permette di dividere le teorie di campo in due classi ben distinte:

i) le teorie non rinormalizzabili ovvero quelle teorie la cui rimozione degli infiniti richiederebbe un numero infinito di
controtermini ;

ii) le teorie rinormalizzabili ovvero quelle teorie la cui rimozione degli infiniti richiede un numero finito di
controtermini ;

Benché questa ripartizione sia un fatto oggettivo sul suo significato vi sono, ancora una volta, opinioni discordanti.
Fino ad oggi si & piu 0 meno implicitamente ritenuto che le teorie di campo associate alle interazioni naturali
dovessero essere rinormalizzabili relegando le teorie di campo non rinormalizzabili tra le teorie patologiche. Oggi
questo orientamento e cambiato...
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Angolo solido ipersferico

Vogliamo calcolare I’elemento di angolo solido di una ipersfera. In analogia con il caso tridimesionale avremo
dA
dQ, =5
dove dA, & I'’elemento di superficie della ipersfera (sfera immersa nello spazio N-dimensionale). Ora si noti
N

che il differenziale del volume ipersferico V) € uguale al volume del guscio ipersferico per cui, indicando con
A\ 1a superficie della ipersfera, possiamo scrivere

dv,=dR A,=dRx [ dA,=dRx [ R''dQ,=dRR''x [ dQ,

superficie angolosolido angolosolido
ipersfera ipersfera ipersfera

da cui otteniamo la formula seguente che connette I'integrale dell’angolo solido ipersferico alla derivata,
rispetto ad R del volume iperferico

1 dV,
dQ, = X
angolé[olido " RN_1 dR (A 1.1 )
ipersfera

questo significa che ora dovremo calcolare il volume ipersferico.
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Calcoliamo esplicitamente il volume di sfera in 4 dimensioni. Si ha semplicemente
+R*-y*-2* 4+JR*-22 +R
2 2 2 2 —p2 —_ 2 2 2 2 —_ 2 2 2 2
X +y*+z°+t° =R t—\/R —X"+y‘+z V, = j I I\/R —Xx"—y°‘—2z dxdydz
_\/RZ_yZ_ZZ _\/RZ_ZZ -R

e quindi i seguenti passaggi con ovvie sostituzioni di variabile negli integrali

+\/R2—y72—22 +\/@ +R 2
V, = _[ _[ I(Rz—yz—zz)\/1— X d - dydz

—\/R2 -y?-7 —JR-z2 -R

Rz_yz_zz /Rz_yz_zz
+ wR-Z +R

V,=[J1=&dé | [ (R=-Zy" (- zyz ) d—2L—dz=
> 7 a Ri—2 s

R -z

+1

_. — +1_2 +R4_53/2£
v4-: J1 5d€£(1 f)df_jRR@ Sy

+1

V,=[ (1=&)"dé [(1=&YPdé [ (1-8)" dé R

-1

Possiamo allora intuire che I’espressione generale del volume di una ipersfera in N dimensioni sara

1 1 Nt

v =2"R (=€) df [(-E)dE. [ (-8) 7 df

(o]
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Consnderlamo oral’ espreSSIOne generale appena trovata
v, =2""R" j (1-¢) dé 1(1—52) dé .. j(1—£2 ©dé

ed eseguiamo il camblo di varlablle 1-&2=t, si ottlene

N1 1 N-1
2

=>"'RY ! - dt! . i tdt...!%dt :RNI :'_tdtj :—tdt"'I t1_t dt

In questa forma gli integrali sono riconducibili alla funzione Beta associata a sua volta alla funzione Gamma
di Eulero (vedi Abramowitz & Stegun, pag.258, 6.2.1)

_ 31 4 1 N+1 1
Vv, =R" B(Z,-) B(—,-) ... B(——,-)
2 2 2 2 2 2

il risultato puo essere riespresso attraverso la funzione Gamma (vedi Abramowitz & Stegun, pag.258, 6.2.2)
e poi semplificato (pag. 255-256, 6.1.8, 6.1.9, 6 1.15)

1

1 4y 1 N+1 1 -
TOTO AT TEHTC) T o
rh e Je o)
da cui segue il volume di una ipersefera di dimensione N e raggio R
N
2R
V, = . (A1.2)

NT(—
)
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Dalla (1.2), richiamando la (1.1), & immediato ricavare I’espressione dell’integrale dell’angolo solido nello

spazio N-dimensionale

N
27
_[ dQy =—y (A1.3)
angolosolido I (—)
ipersfera p)
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